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Helmholtz'sche freie Energie

Komponenten

Reelle Zahlen

Virialkoeffizient

Warmekapazitat

Diffusionskoeffizient (fickscher Diffusionskoeffizient oder Selbstdiffusionskoeffizient)
Maximale Variation eines Freiheitsgrades

Dipol

Energie (E*" kinetisch, EP°" potentiell)

Elementarladung

Kraft

Funktion einer oder mehrerer Variablen, z.B. die mayersche f-Funktion fM(r)
Gibbs'sche freie Enthalpie

Paarkorrelation

Enthalpie

Hamiltonian (Gesamtenergie)

Planck’sches Wirkungsquantum (h = 6,63 - 1073* Js)

Reduziertes plancksches Wirkungsquantum A = h/2w

Totale Korrelation

Laufende ganzzahlige Indizes (z.B. zur ldentifikation von Molekiilen)
Stoffstromdichte (oder andere Stromstérke in einem Transportprozess)
Anzahl der Komponenten in einem Gemisch

Boltzmannkonstante (kg = 1, 38065 - 10** J/K), ist hier nach Konvention gleich 1
Linearer Transportkoeffizient (nach Onsager)

Lange (z.B. Kantenlange)

Anzahl der Systeme (auch Anzahl der makroskopischen Freiheitsgrade N'Y¢)
Polarisierbarkeit

Masse

Dampfungskonstante

Teilchenzahl (auch Anzahl der mikroskopischen Freiheitsgrade N¥¢)

Menge der natiirlichen Zahlen; Konvention: Ny = NU {0}

Symbol <«Ordnung von>

Druck

Impuls

Warme

Elektrische Ladung

Ort

Warmestromdichte

Menge der reellen Zahlen
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Kehrwert der Temperatur

Phasenraum
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1 Statistische Mechanik

Alle Begriffe und GréBen der Thermodynamik ergeben sich natiirlich, einfach und streng aus
den Begriffen der Statistik. — L. D. Landau und E. M. Lifschitz [1]

1.1 Modellierungsansatze
Die molekulare Thermodynamik und Simulation beruht auf der klassisch-mechanischen (d.h.

nicht quantenmechanischen) und partikelbasierten (d.h. nicht kontinuumsmechanischen) Dar-
stellung der Materie und der in ihr wirkenden Krafte.

Kontinuumsmechanik

Molekulare Mechanik

Quantenmechanik

Kontinuierliche
Materie und Energie

Treibende Gradienten

Diskrete Masse,
kontinuierliche Energie

Wechselwirkung

Energie diskret,
Teilchen mit Doppelnatur

Energieniveaus

(Fick, Fourier, Ohm, ...) | zwischen Molekiilen

Klassisch-mechanisches
Kraftfeld

Transportkoeffizienten Wellenfunktionen

Erst seit Anfang des 20. Jahrhunderts zeichnet sich endgiiltig die Erkenntnis ab, dass die Ma-
terie aus diskreten Teilchen besteht. Entscheidend dafiir waren die Arbeiten von Thomson zur
Kathodenstrahlung (Entdeckung des Elektrons) sowie von Einstein und Smoluchowski [2] zur
brownschen Bewegung. Davor war die Existenz von Molekiilen umstritten.

Die Quantelung der von einem System erreichbaren Energieniveaus beeinflusst die Thermo-
dynamik z.B. iiber die Warmekapazitit bei tiefen Temperaturen (siehe Abschnitt 1.21). Auch
dieser Zusammenhang wurde erstmals von Einstein hergestellt.

Auf Grundlage eines molekularen, klassisch-mechanischen Modellierungsansatzes behandelt
die molekulare Thermodynamik

e die Modellierung der intermolekularen Wechselwirkungen,
e den Zusammenhang zwischen Wechselwirkungen und Stoffeigenschaften,
e den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Modellebenen.

Ergebnisse molekularer Simulationen kdnnen (gemeinsam mit Experimentaldaten) genutzt wer-
den, um die Randbedingungen und Transportkoeffizienten fiir kontinuumsmechanische Rech-
nungen genauer zu charakterisieren. Die molekulare Modellierung ihrerseits stiitzt sich oft auf
quantenmechanische Rechnungen z.B. zur Ladungsverteilung in einem Molekiil.



1 Statistische Mechanik

1.2 Das statistische Ensemble

In der phanomenologischen Thermodynamik wird ein System dem Kontinuumsansatz entspre-
chend durch seinen Makrozustand beschrieben. Wenige makroskopische Freiheitsgrade geniigen,
z.B. die Dichte p, die Temperatur 7" und die Zusammensetzung x. Die statistische Mechanik
betrachtet Mikrozustidnde eines Systems:

e Impulskoordinaten p aller N Teilchen
e Ortskoordinaten q aller N Teilchen

Das Paar v = (p, q) bezeichnet man als den Mikrozustand, q = (14, q1y, - - -, gn=) auch als
die Konfiguration des Systems.

Ein System mit N Molekiilen hat sehr viele mikroskopische Freiheitsgrade, z.B. 3N fiir
rotationssymmetrische Massenpunkte oder 6N bei Beriicksichtigung einer duBeren Rotation der
Molekiile. In einem statistischen Ensemble werden die Mikrozustande vieler Systeme betrachtet,
die gemeinsam einen bestimmten Makrozustand abbilden.

Abgeschlossene Geschlossene Offene Svsteme Mechanisch ge-
Systeme Systeme y koppelte Systeme
Fiir Einzelsysteme Fiir Einzelsysteme Fiir Einzelsysteme Fiir Einzelsysteme
konstant: N,V, FE konstant: N,V konstant: V konstant: NV
Energieaustausch Austausch von Energieaustausch

(Warmelibertragung) | Energie und Materie | (Volumenarbeit)

Insgesamt konstant: | Insgesamt konstant: | Insgesamt konstant:
> E >N, Y E >V 2 E
<mikrokanonisch> <kanonisch> <groBkanonisch> <isotherm-isobar>

Thermodynamische GroBen wie die Temperatur oder die Entropie beziehen sich auf das En-
semble, nicht auf ein einzelnes System.

1.3 Die Dichte des Phasenraumes

Der Phasenraum I ist die Menge der Mikrozustinde eines Systems.! Fiir ein System aus N
Massenpunkten ist er 6/N-dimensional mit

Y = (plxa Piy, ---y PNz, Qizs Q1y, -- -, qNZ)v (11)
I' = RERXR*x - - xR3xVxVx---xV.

Die M Systeme eines statistischen Ensemble befinden sich zu einem gegebenen Zeitpunkt
im Zustand ~{,7s,...,va. Im Mittel, d.h. als statistischer Erwartungswert, ergibt sich eine

1Vgl. hierzu §1 (Die statistische Verteilung) von Landau und Lifschitz [1].



1.4 Der Grenziibergang zur Thermodynamik

Verteilung. Diese Phasenraumdichte p(«y) ist proportional® zur Anzahl der Systeme, die sich
durchschnittlich in einem gegebenen Mikrozustand ~ befinden

/dplm"'dezdQM"'dC]NzP(’Y)N<|{1§i§M|7i€F/}|>- (13)

F/

Die eckigen Klammern bezeichnen hier einen statistischen Erwartungswert und im Folgenden
insbesondere die Mittelung liber ein Ensemble. Dabei ist I” C I' ein zusammenhdngender
Teilbereich des Phasenraumes.

Fiir die hochdimensionalen Differentiale verwenden wir auch die Schreibweise

dqg = dqu. dfhy <+ dqne,
dy = dpdq.

Von den insgesamt M Systemen des Ensemble befinden sich im Mittel

M [, dvyp(7y)
Jrdyp()

in der Teilmenge I"" des Phasenraumes I". Wie im Folgenden diskutiert wird, hangt die Phasen-
raumdichte p(«) nicht nur von = ab, sondern auch von den intermolekularen Wechselwirkungen
und vom Ensemble.

(H{i<i<M|vel}]) = (1.7)

1.4 Der Grenziibergang zur Thermodynamik

Ubergang zu thermodynamisch relevanten Ensembles:

e GroBe Teilchenzahl, d.h. N — oo

e Gesetz der groBen (System-)Zahl, d.h. M — oo

Die meisten Systeme in der Thermodynamik sind makroskopisch mit 10 < N < 10%, also
mit praktisch unendlich vielen Molekiilen.> Beim Grenziibergang N — oo sind zumeist einige
intensive GroBen konstant, z.B. die Dichte p oder der Druck P und die Temperatur 7T'. Alle
extensiven GroBen (wie N, V', E, S, ...) gehen dadurch gegen unendlich.

Ensembles mit begrenzter Systemzahl M, in denen statistisch unwahrscheinliche Mikro-
zustande fiir langere Zeit unbesetzt bleiben konnen, sind streng genommen nicht Gegenstand
der Thermodynamik, sondern der Kinetik. Fiir M/ — oo beschreibt p(«y) nicht nur einen Erwar-
tungswert, sondern die tatsachliche Verteilung der Mikrozustande aller Systeme im Phasenraum.

Makroskopische Stoffeigenschaften ergeben sich im thermodynamischen Grenzfall (M — oo
und N — o0) als Ensemblemittel einer mikroskopischen Observablen

() = Jrdyx(v) p(v)
Jrdvp(y)

2Durch den Einsatz des Proportionalititszeichens ~ vereinfachen wir hier und im Folgenden die Darstel-
lung auf Kosten der mathematischen Strenge, um die fiir unsere Anwendung entscheidenden Punkte
in den Vordergrund stellen zu kénnen.

3Eine wichtige Ausnahme davon ist die Thermodynamik kleiner Systeme [3], in der es explizit um
Phéanomene geht, die nur fiir vergleichsweise geringe Teilchenzahlen zu beobachten sind.

(1.8)
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1.5 Trajektorien

Die Trajektorie ~(t) eines Systems ist die zeitliche Abfolge seiner Mikrozustande. Sie ergibt
sich aus einem Anfangswert ~(ty) und den Bewegungsgleichungen, z.B. nach Hamilton

oH

) = ——- — [
Di aqi i
OH Di

% op; m (1.9)

Dabei ist m die Teilchenmasse und 7 einer der mikroskopischen Freiheitsgrade.

H("/) = H(plxuplyv -y PNz, Q1z, Q1y, - - - 7qNZ) = Ekin(p) + EpOt(OI) (1-10)

ergibt hier die Gesamtenergie des Systems und wird als Hamiltonian (Hamiltonfunktion) be-
zeichnet. Das Hamiltonian setzt sich aus der kinetischen Energie

. 1 1
E¥p)=—p’=— > (p% +p},+7.) (1.11)
1<j<N

2m 2m
und der potentiellen Energie EP°*(q) zusammen.
Die klassisch-mechanischen Bewegungsgleichungen sind deterministisch und zeitsymmetrisch.
Also geniigt der Anfangszustand (), um eine eindeutige Trajektorie zu definieren. Lasst man
die Trajektorie riickwarts ablaufen, wobei das Vorzeichen der Impulskoordinaten umgekehrt
wird, so ist auch das eine giiltige Losung von Gl. (1.9). Das Zeitmittel einer Observablen ist
gegeben durch

t1

[t x(r). (1.12)

to
Ergodenhypothese: Der Anteil der M — oo Systeme eines Ensemble, die sich im Zustand v € I”
befinden, ist gleich dem Anteil des Zeitintervalls At = t; — ty — oo, den jedes Einzelsystem
im Zustand ~ verbringt. Dann sind Ensemblemittel und Zeitmittel gleich
(x) = lim ¥. (1.13)

At—00

1
t —to

X:

1.6 Quasiergodische Systeme

Die Ergodenhypothese gilt fiir <ergodische> Ensembles. Oft lasst sich nur schwer beweisen, ob
die Ergodenhypothese wirklich gilt. Dennoch konvergiert das Zeitmittel typischer Observablen
fir At — oo in der Praxis fast immer gegen das Ensemblemittel.

Erklarung: Zwar halt sich ein System vielleicht nur in einem Teilraum [ C I' des Phasen-
raumes auf. Dennoch ist I" aber homogen genug (bzgl. der betrachteten Observablen), und I’
ist groB genug — und dadurch fiir I" insgesamt reprasentativ. Ein solches System verhalt sich in
Bezug auf x quasiergodisch.

Beispiel: Kugelformige Volumina mit N —1 <normal> wechselwirkenden und einem <unsicht-
baren>, anfangs in der Mitte stehenden Teilchen, das nur von der Wand hart reflektiert wird
(und also immer hin- und zuriickfliegt). In den verschiedenen Systemen des Ensemble bewege
sich das Teilchen anfangs in jeweils unterschiedliche Richtungen. Dieses Ensemble ist nicht er-
godisch. Fiir <normale> Eigenschaften ist das aber egal, da nur das unsichtbare Teilchen davon
betroffen ist, das diese nicht beeinflusst.



1.7 Der Satz von Liouville

1.7 Der Satz von Liouville

Ausgangspunkt: Ensemble mit Phasenraumdichte p(-y), die ausschlieBlich von ~ abhangt (statt
z.B. auch von der Zeit). Diese Annahme in der statistischen Mechanik der Gleichgewichts-
zustinde ohne Einschrankung zuldssig. Dann gilt die Kontinuititsbedingung®

dp

a5 = V() (1.14)

fiir die Zeitableitung der Phasenraumdichte im unbewegten Koordinatensystem. Da aber p(7)
zeitunabhangig ist, gilt dp/0t = 0 und damit

Dp 3N a 3N a
0=V (p¥) =4Vp+ pVA = E—F/)(Z 8—ppi+zﬁ_(J<Qi>’ (1.15)
i=1 v i=1 v

wobei Dp/Dt = 4V p die Zeitableitung der Phasenraumdichte im mitbewegten Koordinaten-
system bezeichnet.

Fragestellung: Wie dndert sich p(~(t)) entlang der Trajektorie eines Einzelsystems, d.h.
bei Integration der Bewegungsgleichungen? Einsetzen von Gl. (1.9) ergibt nach dem Satz von

Schwarz® " " .
0 0 0 OH 0 OH
—Di —q | = — = 1.1
<; 8pipl " ; 9q; ql) ; ( Ip; 0g; " 9 6172‘) " (1.16)
und damit ist D
P
D = 0. (1.17)

Der so bewiesene Satz von Liouville lautet: Die Phasenraumdichte ist entlang einer Trajektorie
konstant. Also ist p(-y) eine ErhaltungsgroBe der klassisch-mechanischen Bewegungsgleichungen
und kann darum selbst nur von ErhaltungsgroBen abhangen. Diese sind

e Die Energie £ = H(~y) des Gesamtsystems,
e Impuls und Drehimpuls der gerichteten Bewegung des Gesamtsystems,

sowie beliebige Kombinationen daraus. Betrachten wir nur solche Ensembles, in denen die
Systeme als ganze sich nicht bewegen, dann bleibt nur die Energie. Also muss sich p(«) im
allgemeinen als p( H(7y) ) schreiben lassen.

1.8 Das mikrokanonische Ensemble

Systeme im mikrokanonischen Ensemble sind abgeschlossen, ihre Teilchenzahlen N; = N,
Volumina V; = V' und Energieniveaus E; = E sind gleich und konstant («<NVE-Ensemble>):

(1) N,V,E (2) N,V,E (3) N,V,E (M) N,V,E

4Der Divergenzoperator V kann als Vektor gedacht werden, der sich aus den partiellen Differentiations-
operatoren bzgl. aller Dimensionen des betrachteten Raumes zusammensetzt, hier also V = (9/0p1z, 9/
8p1y, ey 8/(’)qu, (’)/anz).

°Ist x(q,¢',...) eine unter anderem von ¢ und ¢’ abhiingige Zustandsgroéfie, dann kann die Reihenfolge
der partiellen Ableitungen vertauscht werden: 9[9x/9q'|/0q = 0[dx/0q]/0¢ .
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Da E konstant ist und p = p(H(v)) nur von der Energie abhingen darf, ist auch p(v)
konstant, d.h. alle zuldssigen Mikrozustande v mit H(+) = E sind gleich wahrscheinlich.

Fragestellung: Mit welcher Wahrscheinlichkeit w(I”) befindet sich ein System des NVE-
Ensemble in einem Bereich IV C I' des Phasenraumes?

_Jpdvey) _ Jpdvi(H(y) - E)
Jrdvp(y)  [pdyvo(H(y) — E)

w(I™) (1.18)

Dabei ist die Phasenraumdichte durch die Diracfunktion § gegeben. Diese ist null, wenn ihr
Argument von null verschieden ist, und unendlich an der Stelle null, sodass

/ dy6(0) = || I (1.19)

F/

die <GréBe> von I angibt. Also ist [, dy p(+) hier ein MaB fiir die in I enthaltene Hyperflache
mit der <richtigen> Energie H(v) = F.

1.9 Die Zustandssumme

Die Anzahl der verfiigbaren Mikrozustdnde wird auch als Zustandssumme bezeichnet (engl.:
partition function). Sie ergibt sich durch Normierung des Phasenraumintegrals iiber die Pha-
senraumdichte [ dv p(7).

Diskretisierung: Nach der heisenbergschen Unscharferelation konnen zwei <komple-
mentare> GroBen wie die Orts- und Impulskoordinaten p; und ¢; desselben Freiheitsgrades
i nur in einem Bereich Ap; Aq; > h eingegrenzt werden; dabei ist h = 6,63 - 1073* Js das
plancksche Wirkungsquantum. Mit 3N Freiheitsgraden entspricht ein Quantenzustand daher
einem Phasenraumvolumen® von A3V,

—>  Diskretisierungsfaktor: TN
Symmetrie: In der Darstellung” als v = (py, ..., P~, 41, - - -, qn) sind alle Molekiile eindeutig
gekennzeichnet. Tatsachlich beschreiben alle N! Permutationen von NV identischen Molekiilen
aber den gleichen Zustand. Beriicksichtigt man diese Symmetrie durch den statistischen Vor-
faktor 1/N!, so ergibt sich die Zustandssumme zu

1 1
Z = 3N N1 /dw(v)- (1.20)

r

Bei der Berechnung der Zustandssumme eines Gemisches (z.B. aus A und B) ist die Un-
terscheidbarkeit der verschiedenartigen Molekiile fiir den statistischen Vorfaktor zu beachten.
Dieser ware dann etwa 1/(N4! Ng!).

SDurch die Diskretisierung wird das Phasenraumintegral auch entdimensioniert, denn dv p(v) hat die
Einheit (Js)3V.
"Notation: q = (q1, a2, ..., qy) und q; = (¢iz, Qiy» Giz)-

10
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1.10 Die Entropie

Bei der Kombination N € N jeweils abgeschlossener Teilsysteme

(1) N17‘/17E1 (2) N27‘/27E2 (N) NN7VN7EN

zu einem groBen System® wird der Phasenraum I" = I} x I, X - - - X I'\s wie auch die Zustands-

summe Z = 7, - Zy - ... - Zn potenziert. Die als Logarithmus der Zustandssumme® definierte
Entropie
1
r

ist dann eine extensive GroBe.

Beispiel: Molekiile eines idealen Gases haben keine Ausdehnung und wechselwirken nicht
miteinander, d.h. es ist EP° = 0 und damit H(v) = EX"(p) = p?/2m. Fiir diesen analytisch
|osbaren Fall ergibt sich die Entropie

S = InZ

_ mﬁw/ /dq dp (H(p) — E). (122)

R3N LyN

Das Volumenintegral iiber die Ortskoordinaten in eckigen Klammern ergibt sich zu V. Die
Separation in einen Orts- und einen Impulsbeitrag wird méglich

VN A o 2 2 2
SzanJrln(ﬁ) /dp5(plm+p1y+-'-+pNZ—2mE), (1.23)

R3N

wenn die Argumente der Logarithmen jeweils bzgl. einer Lingeneinheit A reduziert werden.'®
Mit der Approximation nach Stirling

Injl~ j(Inj—1) (1.24)
vereinfacht sich der Ortsbeitrag zu
vy Vv
In zN(l—i—ln NA3) = N(1 —1InpA?). (1.25)
Das Integral iiber §(p? — 2mFE)
3N7T3N/2
dpd(p® — 2mE) ~ —————(2mE)EN-/2 1.26
[ dpoe? - 2mE) ~ T mE) Y, (1.26)

R3N

8Bitte beachten: Zu einem System, nicht zu einem Ensemble.

90ft findet man die Schreibweise S = kg In Zyve mit der Boltzmannkonstante kg = 1,3806 - 10723 J/K.
Hier definieren wir kg = 1, wodurch die Umrechnung zwischen Energie und Temperatur in diesem und
vielen weiteren Ausdriicken entfillt. Es gilt dann einfach 1 K = 1,3806- 1023 J.

0Der genaue Wert von A ist hier beliebig, denn insgesamt heben sich die Logarithmen von A wieder auf.
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1 Statistische Mechanik

vgl. Gl. (1.23), ist ein MaB fiir die Oberfliche der Hyperkugel mit dem Radius v2mE. Mit der
stirlingschen Naherung ergibt sich ein Impulsbeitrag von

N 2rmE A2
S—N(l—p/l?’)%g—(l n 2

5 e ﬁ) +O(In N). (1.27)

Vernachlassigt man den — fiir groBe N unerheblichen — zu In N proportionalen Beitrag, dann
ist die Entropie des idealen Gases gegeben durch

(1.28)

4t A’>m E
S:N(g—ln/l?’ergln T m_)

3h?2 N

Dieses Ergebnis wird als Sackur-Tetrode-Gleichung bezeichnet.

1.11 Das NVE-Ensemble: Zusammenfassung

Ein Mikrozustand v = (p, q) enthélt die Impuls- und Ortskoordinaten aller Teilchen. Der Pha-
senraum I' = R3*N x V¥ ist die Menge der Mikrozustinde. Ein mikrokanonisches Ensemble
besteht aus vielen abgeschlossenen Teilsystemen, fiir die N, V und E einen bestimmten kon-
stanten Wert haben.

Die Phasenraumdichte p(7y) ist proportional zum Anteil der Systeme im Zustand -~ und
nach der Ergodenhypothese auch zum Zeitanteil. Die Trajektorie eines Systems ist die zeitliche
Abfolge seiner Mikrozustande. Entlang einer Trajektorie ist die Phasenraumdichte konstant.

Im NVE-Ensemble ist p(+) durch die Diracfunktion §(H(7y) — E) gegeben. H(~) ist die
Energie eines Mikrozustandes, E die Systemenergie. Die Zustandssumme ist das Phasenrau-
mintegral liber die Phasenraumdichte. Im NVE-Ensemble ergibt sich aus ihrem Logarithmus die
Entropie S(N,V, E) = In Znve.

1.12 Das kanonische Ensemble

Im NVT-Ensemble sind die Systeme geschlossen, aber nicht abgeschlossen. Sie kdnnen Energie
in Form von Warme austauschen.

(1) NV | =0 | (2) NV |«—=q -+ <—q | (M) N,V

Das Gesamtensemble ist allerdings abgeschlossen, seine Gesamtenergie

M (E) = iE (1.29)

ist also konstant. Um die entsprechende Zustandssumme

1
ZnvT = m/dWPNVT(’Y) (1.30)

r

bestimmen zu konnen, stellt sich die Frage nach der kanonischen Phasenraumdichte pyyt (7).
Da das kanonische Ensemble als ganzes abgeschlossen ist, kann man das Gesamtensemble auch

12



1.13 Die Temperatur

als Teilsystem eines mikrokanonischen Ensemble betrachten.!! Dessen Phasenraumdichte ist
bereits bekannt.

Annahme: Die M Systeme des NVT-Ensemble bzw. ihre Mikrozustande ~1, 7o, ..., Y seien
statistisch unabhingig.'> Dann ergibt sich die Phasenraumdichte pnyt aus einer statistisch-
mechanischen Analyse des thermischen Gleichgewichts:

M Systeme des NVT-Ensemble =  Einzelsystem eines mikrokanonischen Ensemble,
M
H/)NVT(%') ~  PMN,MV,M(E) (’717 Y2, - .- /‘/M)- (1-31)
i=1

1.13 Die Temperatur

Aufgrund der Annahme der statistischen Unabhangigkeit der Teilsysteme, vgl. Gl. (1.31), gilt
fiir die kanonische Phasenraumdichte weiter

pnvT (Y1) ~ / dyydrys - -+ dyny pun, mv, mee) (Y1, Y2s - - Vi), (1.32)

M-1

wobei die mikrokanonische Zustandssumme durch

PMN, v, M) (Y1, Y25 - s Ym) = 0 (i H(vi) — M <E>> (1.33)
i=1
gegeben ist. Mit der Notation Ny
E'=> M) (1.34)
i=2
lasst sich Gl. (1.32) umformen in
pr() ~ [y S (M) + B o)~ ME). (139

M-1
Statt iiber den Phasenraum soll jetzt iiber £’ integriert werden
dyydys -+ dyy = [I'(E")|dE', (1.36)

wobei [I(E")| ein MaB fiir die GroBe des Teilbereiches von I'~! sein soll, fiir den H(72) +
H(7ys) + -+ -+ H(~vm) = E' gilt. Dies entspricht aber gerade der mikrokanonischen Zustands-
summe

\T'(E')| ~ Zyyyrr = exp S(N', V', E') (1.37)

Die Unterscheidung zwischen Ensemble und Systemen ist unbedingt zu beachten. Im aktuellen Ge-
dankenexperiment geht es um ein NVE-Ensemble, dessen Teilsysteme selbst einzelne NVT-Ensembles
sind.

12Streng genommen kann das nur fiir den Grenziibergang M — oo gelten, da die Systemenergien durch
Gl. (1.29) miteinander gekoppelt sind. Aulerdem wird hier im mikrokanonischen Ensemble von lokalen
Dichtefluktuationen abgesehen. Diese Vereinfachung ist fiir kleine Volumina unzuléssig, im thermody-
namischen Grenzfall N — co aber korrekt.

13



1 Statistische Mechanik

fiir ein System mit der Teilchenzahl N’ = (M — 1)N, dem Volumen V' = (M — 1)V und der
Energie E’. Folglich ist

M(E)
owvr() ~ / dE exp (S(N', V' E) 6 (H(m) + B — M(E)),  (1.38)

0

wobei der Integrand aufgrund der Diracfunktion nur an einer einzigen Stelle von null verschieden
ist, ndmlich fiir E' = M (E) — H(~1). Damit ergibt sich die kanonische Phasenraumdichte zu

pvrn) ~ exp S (M (E) ~ Him), (189
_ <S<M ()~ Hen) 55|+ 0([7%(%)]2)) )
= exp (—%Jr) , (1.41)

wobei N’ und V' konstant sind und nicht variiert werden. Fiir £/ > H(7;) bzw. den
Grenziibergang M — oo kann der Beitrag hoherer Ordnung vernachlassigt werden, und die
Phasenraumdichte geht iiber in die Boltzmannverteilung!3

pwr(y) = exp (—Hm F N) —exp (- ) (1.42)

So ergibt sich pyyt unmittelbar aus der Temperatur 7.

1.14 Die Maxwellverteilung

Die Boltzmannverteilung lasst sich in Beitrage der intermolekularen Wechselwirkung und der
einzelnen Impulskoordinaten aufspalten

) (200 - () e (55) o () a0

Demnach sind verschiedene Impulskoordinaten p; und p; voneinander unabhangig, ihre
(Wahrscheinlichkeits-)Verteilung

pnvt(Y) ~ pnvr(pi) - HPNVT(pj) - pnvr(Q) (1.44)
JFi

hangt nur von T ab. Somit Iasst sich ein quantitativer Zusammenhang zwischen Molekularbe-
wegung und Temperatur herstellen. Durch Normierung auf

[e.9]

/ dp; pnv (i) = 1 (1.45)

—0o0

13Aus der (phidnomenologischen) Thermodynamik bekannt: (0E/9S)y v = T.
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1.15 Der Gleichverteilungssatz

mit -
9 T
dx exp(—azx®) = () — (1.46)
a
ergibt sich die Maxwellverteilung
exp(—p;/2mT) 1 1%
i) = = - : 1.47
prvr (p:) [ dp; exp(—p?/2mT)  /2emT P TomT (1.47)

Diese Verteilung entspricht einer gauBschen Glockenkurve. Der Anteil der Impulskoordinaten
mit |p;| > p*! ist durch die gauBsche Fehlerfunktion gegeben!*

ref

2 fdpi pnvt(pi) = 1 — erf (\/Zm—T) : (1.48)

pref

1.15 Der Gleichverteilungssatz

Fragestellung: Wie hoch ist der Beitrag eines mikroskopischen Freiheitsgrades zur kinetischen
Energie im Ensemblemittel? Mit

r 1 /7
dr 2° exp(—az®) = =y | — 1.49
/ x x” exp(—az”) 5\ 23 (1.49)
ergibt sich
2 i 2
B =< : > = /dpipNVT(pi)—Za
< >NVT 2%m, NVT J 2m
P —p;\ P}
= ; ————€X ,
P 20mT P 2mT ) 2m
T
= —. 1.50
d (1.50)
Analog l3sst sich der mittlerer Beitrag eines harmonischen Oszillators zur potentiellen Energie
nachweisen ) -
ot Kg; _
NVT

Dies ist auch der iibliche Ansatz fiir die voll angeregten inneren Vibrationsfreiheitsgrade eines
Molekiils. Demnach ergibt sich die isochore ldealgaswirmekapazitit!® eines Reinstoffes oder

Gemisches
oF QEX® OFEPot
1. C — 1. = — 1' 0S8z
Pl_’n% v pllg)(aT)N,v plg% ( or )N,V+< or )N,V]’
1
= éJ\f;jfj + NEG (1.52)

14Djie Schreibweise erf steht fiir error function.
15D h. die isochore Wiarmekapazitit Cy im Grenzfall einer verschwindend geringen Dichte. Der Beitrag
der intermolekularen Wechselwirkungen zur Gesamtenergie kann dann vernachlissigt werden.

15



1 Statistische Mechanik

unmittelbar aus der Gesamtzahl der duBeren Freiheitsgrade NS sowie der im inneren der
Molekiile schwingenden harmonischen Oszillatoren N¥¢ d.h. aus der Stoffmenge und der mo-
lekularen Struktur.®

1.16 Weitere Ensembles

Das groBkanonische Ensemble (1VT-Ensemble) besteht aus offenen Systemen.’

() Vg () Vmg ) Viomg g (M)V

Die groBkanonische Phasenraumdichte ist

(1.53)

Nu—H(p,
puVT(N,p,q) = exp (“—(pq)) :

T

Dabei ist ;2 das chemische Potential, und N (und damit die Dimension des Phasenraumes)
ist variabel. Das Ensemblemittel einer mikroskopischen Observablen y ergibt sich im uVT-
Ensemble aus dem Ausdruck

e}

1 1
VT = dp [ dqp,VT(N N.p.q). 1.54
), ZuVTNZthN!/ p/ apVT(N,p,q) x(N,p,q) (1.54)

=0

R3N VN

Im isotherm-isobaren Ensemble (NPT-Ensemble) sind die Systeme durch bewegliche Kolben
miteinander verkniipft und damit mechanisch gekoppelt. AuBerdem konnen sie Warme aus-
tauschen:

N |ZF QN |57 @N |&¢ - |57 (N

>V >V >V +—V

Die Phasenraumdichte ergibt sich dadurch zu

—PV — H(p,
pnet (V. P, q) = exp ( 7 (P q)) , (1.55)

und das isotherm-isobare Ensemblemittel einer Observablen ist
_ b1 d OOdV d v V. 1.56
(X)npT = mm p qaonet(Vip, @) x (Vi p, ). (1.56)

R3N 0 VN

Im Volumenintegral sind dabei die Integrationsgrenzen variabel.

Die inneren Freiheitsgrade tragen doppelt bei (1/2 + 1/2), sowohl iiber die kinetische als auch die
potentielle Energie.
"Tn der (phénomenologischen) Thermodynamik wird ein offenes System auch als Kontrollraum bezeichnet.
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1.17 Die freie Energie

1.17 Die freie Energie

Das einem Ensemble entsprechende thermodynamische Potential hat die Dimension einer Ener-
gie und ergibt sich aus der Zustandssumme

1 —H
—TIDZNVT = —Tlnmfd’)/exp( 757))’
r

= helmholtzsche freie Energie A, (1.57)
1 i _PV — H(n
—TIDZNPT = —Tlnmfdp/dV/dlep (#()),
R3N 0 VN
= gibbssche freie Enthalpie G, (1.58)
— 1 Ny —H(v)
pVT| =ThZNT = -Th) N / dry exp (# ,
M=o r(N)
= landausches grofilkanonisches Potential 2. (1.59)

Auf Englisch nennt man alle diese GroBen free energy. In einem irreversiblen Prozess unter den
jeweiligen Randbedingungen (z.B. N, P und T') wird das entsprechende thermodynamische
Potential (z.B. die freie Enthalpie) minimiert.

Ein mikrokanonisches thermodynamisches Potential ware z.B. gegeben durch —7'In Znve =
—TS oder durch —FE'In Zyve = —ES. Gewdhnlich wird im NVE-Ensemble aber direkt tber
die Entropie argumentiert.

1.18 Zustandssumme und Zustandsgleichung

Eine Zustandsgleichung stellt einen Zusammenhang zwischen thermodynamischen Stoffdaten
her:

e <Thermisch> — Druck P oder Kompressibilitatsfaktor P/pT', typisch z.B. P(p,T)
e <Kalorisch> — Energie, Enthalpie, freie Energie, ...z.B. der Form H(N, P, T)

In der axiomatischen Thermodynamik bestehen dariiberhinaus formale Beziehungen zwischen
den thermodynamischen GroBen, die sich im Guggenheimschema ablesen lassen:

S <« F =V

T T

H A

{ {

P «~ G —= T

<Schon eure Viter hatten alle prazise geeichte Thermometer.>

Aus einer <fundamentalens Zustandsgleichung, etwa der Form A(N,V,T'), kdnnen alle {ibrigen
GroBen durch Differentiation und elementare algebraische Operationen berechnet werden (d.h.
ohne Integration).

17



1 Statistische Mechanik

<Die Zustandssumme enthilt die gesamte Thermodynamiks,*® wenn ihre Abhingigkeit von
den thermodynamischen Randbedingungen, z.B. Zny1(N, V, T), genau bekannt ist. Jedes stati-
stische Ensemble erlaubt es (mit M — oo und ggf. N — o), alle thermodynamischen GroBen
zu untersuchen.

Die Maxwellrelationen, die man ebenfalls aus dem Guggenheimschema ablesen kann, stellen
einen weiteren Zusammenhang zwischen Stoffeigenschaften her, z.B.

S o 0 o 0 opr
(av)m ov or “ONT T ar gyt T (8T)N’V (1.60)

Grundlage fiir die Kommutation der Differentiationsoperatoren ist der Satz von Schwarz.

1.19 Die ldealgasgleichung

Die Idealgasgleichung ist eine thermische Zustandsgleichung. Sie gibt den Zusammenhang zwi-
schen P, p und T fiir ein ideales Gas an, d.h. fiir H(~) = p?/2m. Dann ist

0A
P = —[ —
(@),.,
. 8anNVT ’
ov NT

.0 1 H(v)
= TW lnih?’NN! /d’y exp <_—T ),

0 1 AN —p?

VN R3N

Mit der stirlingschen Naherung

1 1
lnmlenN—FN (1.62)
ergibt sich
P = TW Nln BN + N +In {E} / dp exp 5T || (1.63)

R3N

wobei nur der erste Summand von V' abhangt. Der Rest fallt bei der Ableitung weg, und es
folgt
To V

Die Abweichung realer Stoffdaten vom Idealverhalten ergibt sich aus dem Beitrag der potenti-
ellen Energie, d.h. der (intra- und) intermolekularen Wechselwirkung zur Zustandssumme.

18], Vrabec.
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1.20 Quantenmechanik und statistische Mechanik

1.20 Quantenmechanik und statistische Mechanik

In der Quantenmechanik werden die Mikrozustinde eines Systems durch Wellenfunktionen (q)

abgebildet. Nach der Schrédingergleichung?®

-
Hip = -V + YE (q) = BY

(1.65)

ist ¢ eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators H. Werden zusitzliche Randbedingungen vor-
gegeben, dann ergeben sich diskrete Energieniveaus £ als Eigenwerte von H (mit zugehdrigen

Eigenfunktionen ;).

Beispiel: Fiir ein ideales «Teilchen im (eindimensionalen) Kasten> der Linge ¢ mit EP°* = (

ergibt die Schrédingergleichung

d2
Q/} ~ E ;
in Verbindung mit der Randbedingung
¥(0) = ¥(€) =0,

Bei vorgegebener Temperatur sind die Mikrozustande boltzmannverteilt

p(hi) = exp <_fj) = exp (—f %) -

(1.66)

(1.67)

(1.68)

e Hohes T'(— o0): Sehr viele Energieniveaus erreichbar, klassisch-mechanischer Grenzfall

o Tiefes T'(— 0): Nur Grundzustand (E minimal) und z.T. das ndchsthohere Energieniveau

YDabei ist h = h/27 das reduzierte plancksche Wirkungsquantum, und die Anwendung des Nabla- oder

Divergenzoperators zum Quadrat ergibt V2 = 9% /0x? + 024 /0y* + 0% /02>,
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1 Statistische Mechanik

1.21 Tiefe Temperaturen

Beobachtung: Am absoluten Nullpunkt geht die isochore Wirmekapazitit aller Stoffe?® gegen
null. Erklarungsansatz von Einstein [4] und Debye [5]: Schwingung der Atome um ihre Gitter-
position, d.h. um die Konfiguration mit minimaler potentieller Energie, als quantenmechanische
harmonische Oszillatoren.

e Diskrete Energieniveaus E; = fiw(j + 1/2) mit j € Ny
e Tiefe Temperaturen: Nur Anregungen von Ejy auf E; (mit AE = hw)
e Die Frequenz w ist begrenzt (w < wp) und ebenfalls quantisiert

Nahe am absoluten Nullpunkt gilt

12N /T \?
~ — . 1.
ey~ 20 ( @D) (1.69)

Dabei ist O die Debyetemperatur. Diese charakterisiert die schrittweise Anregung eines Frei-
heitsgrades bei steigender Temperatur. Bei hohen Temperaturen geht fiir einen Festkorper die
spezifische isochore Warmekapazitat gegen drei, da jedes Atom in drei Raumrichtungen oszil-
liert:

T T

spezifische Warmekapazitat
T

o

T | |
0.4 0.6 0.8 1
Temperatur / Debyetemperatur

o
o
o

Dieser Ansatz lasst sich auch auf innere Freiheitsgrade von Fluidmolekiilen anwenden: @p der
inneren Vibration ist z.B. 310 K fiir |y und 2200 K fiir Os.

1.22 Statistische Mechanik: Zusammenfassung

Die statistische Mechanik auf Grundlage der klassischen Bewegungsgleichungen (z.B. nach
Hamilton) verkniipft die molekulare mit der makroskopischen Betrachtung. Diskutiert werden
Ensembles makroskopisch gleichartiger Systeme, deren Mikrozustande sich unterscheiden, bzw.
die Trajektorie eines Einzelsystems. Die Phasenraumdichte p(-y) beschreibt die Haufigkeit des
Auftretens von .

20Zu beachten: Bei T — 0 liegen diese als Festkorper vor.
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1.22 Statistische Mechanik: Zusammenfassung

Aus dem Phasenraumintegral iiber p(7y) ergibt sich die Zustandssumme. Im NVE-Ensemble
ist p() gleichverteilt, im NVT-Ensemble boltzmannverteilt. Bei einer vorgegebenen konstanten
Temperatur sind alle Impulskoordinaten statistisch unabhangig und maxwellverteilt.

Aus dem Logarithmus der Zustandssumme ergeben sich fiir das Ensemble charakteristische
GroBen wie die Entropie (fiir N, V und E konstant), die freie Energie (fiir N, V und T konstant)
und die freie Enthalpie (fiir N, P und T konstant): <Die Zustandssumme enthilt die gesamte
Thermodynamik.> Jedes Ensemble bietet den Zugang zu allen Stoffdaten.
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2 Molekulare Simulation

2.1 Molekulare Kraftfeldmethoden

Bei der molekularen Modellierung verfolgter Ansatz:

e Die potentielle Energie des Systems hangt ausschlieBlich von der Position der Atomkerne
(all-atom) bzw. funktionaler Gruppen ab (united-atom); hohere Abstraktion durch coarse-
graining

e Die potentielle Energie aus der Wechselwirkung mit der Umgebung (z.B. durch Gravita-
tion) bzw. der Impuls des Gesamtsystems wird nicht beriicksichtigt

o Klassisch-mechanische Bewegungsgleichungen und Krafte

Unter der Voraussetzung paarweiser Additivitat ist die potentielle Energie

N-1
Epot

Mz

uy(q) — au) (2.1)

=1 j=i+1

+

als Summe iiber Paarpotentiale u,, gegeben, die vom Abstand!

= |a, — ai (2.2)

und ggf. auch von der Orientierung der Molekiile zueinander abhangen. In vielen Fallen geniigen
starre Modelle, d.h. nur duBere Freiheitsgrade (Translation und Rotation des Molekiils insge-
samt) werden explizit beriicksichtigt, die Vibration und Rotation kovalenter Bindungen dagegen
nicht.

Die periodische Randbedingung erlaubt es, mit relativ wenigen Teilchen (z.B. schon N =
256 konnen geniigen) ein pseudo-unendliches System darzustellen. Dazu werden gedachte pe-
riodische Kopien des Simulationsvolumens in alle Raumrichtungen gesetzt:

LGelegentlich wird der Abstand zwischen zwei Molekiilen als Radius bezeichnet, daher kommt auch die
Schreibweise 7.
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2 Molekulare Simulation

O | O | O |
e e I

O O O

5 6 o !
I.A/v i'O :

T af o !
'O i® O
_____ | ool
o ! o o

O

Der minimum image convention zufolge wird das Paarpotential fiir die jeweils ndachsten Kopien
zweier Teilchen berechnet.?

2.2 Elektrostatische Wechselwirkungen

Auf Grundlage des coulombschen Gesetzes®

Q9

dme,ry,

(2.3)

Uy,

ergeben sich langreichweitige elektrostatische Wechselwirkungen durch eine Multipol-

entwicklung:
Q =2z D, ==} =2 =3 =)
Ladung Dipol Quadrupol Oktopol 27-Pol
Qz = Zk sz Dz = Zk qszlk siehe Gl. (24)
skalar Vektor Matrix 3-Tensor j-Tensor

Die Entwicklung erfolgt um das Zentrum des von null verschiedenen Multipols niedrigster Ord-
nung. In der Regel geniigt es dann, einen oder ein oder zwei Terme zu beriicksichtigen (z.B.
Dipol und Quadrupol). Der Quadrupoltensor eines Molekiils ist gegeben durch

0]? 2
Z sz 3 9k Qx| >
k
> 3QuqYql)  (fir j £ 1)
k

Die Einheit des Dipolmoments heiBt Debye, 1 D = 0,208 19 eA (Wasser: 1,85 D; CO: 0,1 D).
Die Einheit des Quadrupolmoments ist ein Buckingham oder Debyedngstrém DA (CO: 2 DA;
CO,: 4,4 DA).

(2.4)

2In der Abbildung z.B. zwischen ¢ und 7’ sowie zwischen +/ und j, nicht aber zwischen ¢ und ).
3Dabei ist £, = 0,005526 ¢ / VA die elektrische Feldkonstante (bzw. Permittivitit des Vakuums), und
e=1,602 - 10719 C ist die Elementarladung.
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2.3 Kurzreichweitige Wechselwirkungen

Die Wechselwirkung bzw. die Kraft zwischen Multipolen k-ter und [-ter Ordnung ist bis auf
einen winkelabhangigen Term proportional zu

uw (=2 ~ e
F(ELEN) ~ r 2 (2.5)

== 1)

Als langreichweitig werden Wechselwirkungen bezeichnet, die mit »—! (z.B. Ladung zu Ladung)
bis 7~® (z.B. Quadrupol zu Quadrupol) vom Abstand abhingen. Beginnend mit =% spricht
man von einer kurzreichweitigen Wechselwirkung.

2.3 Kurzreichweitige Wechselwirkungen

Auch die kurzreichweitigen Wechselwirkungen leiten sich aus der Coulombgleichung ab. Bei
sehr geringen intermolekularen Abstdnden r,, interagieren Orbitale benachbarter Molekiile,

e indem sie sich durchdringen, wobei EP°* durch die hohe Elektronendichte ansteigt,
e indem sie sich abdrangen, wodurch die Energieniveaus der Orbitale angehoben werden.

Diese Repulsion lasst sich naherungsweise beschreiben durch

rep

P (1) ~ exp(—ary). (2.6)

Durch Fluktuationen der Ladungsverteilung, d.h. durch Dispersion, entstehen temporare Dipole.
Gleichverteilt wiirden diese sich aufgrund der Symmetrie der Coulombgleichung aufheben, vgl.

SASIOIOR020

Tatsachlich treten energetisch giinstigere Konfigurationen aber bevorzugt auf:

induzierter
tempor. Dipol Dipol

©

Die Dispersion (auch <Londonkraft> oder «Van-der-Waals-Kraft>) wirkt attraktiv. Nach Lon-
don [6] hat sie fiir Polarisierbarkeiten M mit Eigenfrequenzen w den Betrag

3IMM, 6

disp —
() (Tz]) 2(&];14-&];1) 1

v

+ O(r,)7). (2.7)

v
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2 Molekulare Simulation

2.4 Das Hartkugelmodell

Ein einfaches Modell fiir die Repulsion sind harte Kugeln mit
0, falls r,, > o
Uy (1) = { ’

00, falls r,, < o.
Dabei ist der Kugeldurchmesser o der einzige Modellparameter.

Im Hartkugelmodell ist EP°*(q) des Gesamtsystems entweder 0 (keine Uberlappung) oder oo
(mindestens eine Uberlappung). Der konfigurationelle Anteil der Phasenraumdichte ist deshalb
von T bzw. E unabhingig. Alle Konfigurationen mit EP°*(q) = 0 sind gleich wahrscheinlich.

Einzige verbleibende thermodynamische Randbedingung ist die Packungsdichte 7 = po3m/6.
Durch die Repulsion ergibt sich ein hoherer Druck als fiir das ideale Gas. Die Carnahan-Starling-
Zustandsgleichung [7]

(2.8)

P
p—Tz1+477+10772+18773+... (2.9)

gibt dies naherungsweise wieder. Die weiche Repulsion zwischen realen Molekiilen kann durch
<effektives> harte Kugeln beschrieben werden, in der Stérungstheorie nach Barker und Hender-
son [8] beispielsweise durch

’

o = /Td'r {1 — exp (_“TI(T)H : (2.10)

Dabei ist 0 < r,, < r" der Ausdehnungsbereich der weichen Repulsion.

2.5 Das Lennard-Jones-Potential

Das Lennard-Jones-Potential (LJ) von J. E. Jones [9]

() = e ([rﬂ v L«%] 6) : (2.11)

mit dem Langenparameter o und dem Energieparameter ¢, beriicksichtigt Dispersion und <wei-
che> Repulsion, also alle kurzreichweitigen Effekte.

|
8 2+ !

2 |

= repulsiver | | attraktiver

G Bereich I Bereich

o |

S 1 :

Q |

c

L0 |

~ |

= 1 2

30 : |

& ! 7 Langenparameter
S |

o I

a -1 !
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2.6 Molekulare Modelle

Der Term r~!2 fiir die Repulsion ist nicht realistisch, siehe Gl. (2.6), ldsst sich aber gut mit
75 kombinieren. Fiir r,, < 2%/ o ist das LJ-Potential iiberwiegend repulsiv, fiir r,, > 21/¢
iberwiegend attraktiv.

2.6 Molekulare Modelle

Typische Modellbausteine:
e Punktladungen, -dipole und -quadrupole

e Lennard-Jones und Abwandlungen:
— Mie-Potential,* d.h. Attraktion ~ 7~* und Repulsion ~ r—¢

— Buckingham-Potential [12], d.h. Attraktion ~ 7% und Repulsion ~ exp(—ar)
e Harmonische Potentiale (proportional zum Quadrat der Auslenkung) im Molekiilinneren
Parametrierung der Modelle:
e Teilweise quantenmechanisch (z.B. fiir Elektrostatik, Bindungslangen und -winkel)

e Anpassung an Stoffdaten, ggf. durch multikriterielle Optimierung bzgl. mehrerer Ziel-
groBen

Je nach Ansatz wird die molekulare Struktur verschieden hoch aufgelost:

e All-atom: Jedem Atom entspricht ein Wechselwirkungszentrum (z.B. LJ oder Partial-
ladung)

e United-atom: Abbildung der funktionalen Gruppen,® z.B. ~CHy— oder —NH,.

e Coarse-grained (grobkérnig), Beispiele:
— Mie-Potential fiir Wasser (rotationssymmetrisch, ohne Elektrostatik)

— Piktographische Modellierung groBerer Molekiile
o Abstrakte Modelle (<fiir Physikers), z.B. harte Kugeln
Das Kraftfeld fiir ein Gemisch ergibt sich aus
e der <gleichen> Wechselwirkung A<+ A, B+ B, C <+ C,

e der <ungleichens> Wechselwirkung A<+ B, A+ C, B+ C,

4Dieses wird zu Unrecht Mie zugeschrieben, der in seiner Theorie von einer Taylorentwicklung des Paar-
potentials um r = o ausgeht [10]. Korrekter wére eine Benennung nach Griineisen [11].

50ft unterscheiden sich All-Atom- und United-Atom-Modelle nur darin, wie die Wasserstoffatome be-
handelt werden.
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2 Molekulare Simulation

Die durch Punktladungen und -multipole modellierte Elektrostatik ist trivial kombinierbar: Fiir
verschiedenartige Molekiile gilt das coulombsche Gesetz genauso wie fiir gleichartige. Fiir Di-
spersion und Repulsion sind <ungleiche> Parameter o 45, €45, ... notig. Einen Ausgangspunkt
fiir weitere Optimierungen stellt die Lorentz-Mischungsregel [13]

1
O'AB%§(O'_A—|—O'B) (212)

fiir den Langenparameter dar, in Kombination mit der Berthelot-Mischungsregel fiir den Energie-
parameter [14]

EAB ~ \/EAEB- (213)

Die Lorentzregel ist fiir den Spezialfall harter Kugeln exakt, die Berthelotregel ist in jedem Fall
rein empirisch.

2.7 Molekulare Modellierung: Zusammenfassung

Wechselwirkung Kraftfeldmodell

| anereichweiti — elektrostatisch Punktladungen,
J J (Ladungsverteilung) | Punktpolaritaten (Multipole)
. ... — dispersiv .
Kurzreichweitig pers Lennard-Jones-Potential
— repulsiv
— voll angeregt harmonisches Potential (nur bei nicht-
Intramolekular — teilweise angeregt | trivialen Effekten)
— nicht angeregt Starre molekulare Modelle

Je mehr Wissen und Detailtiefe im Modell steckt, desto zuverldssiger kann es fiir Extrapolationen
genutzt werden.

2.8 Monte-Carlo-Simulation

Herausforderungen fiir die molekulare Simulation:

e ZustandsgroBen aus hochdimensionalen Integralen

~ [rdyvx(v) p(v)
o = [rdvp(v)

(2.14)

e Realistische Ergebnisse erfordern Mikrozustande mit Teilchenzahlen N > 100

e Fiir N Massenpunkte ist I' ein 6/N-dimensionaler Raum. Ein naiver numerischer Ansatz
mit einem Gitter aus (> 25) Stiitzstellen ist undurchfiihrbar.

<Monte Carlo> (MC) als urspriingliche Idee von Metropolis und Ulam [15]:
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2.9 Der Metropolisalgorithmus

e Auswahl einer vergleichsweise geringen Anzahl zufalliger Konfigurationen. Diese sind re-
prasentativ, denn <der Phasenraum ist homogen=,° vgl. Abschnitt 1.6.

e Entkopplung von Ort und Impuls, z.B.

p(y) = exp (— w) exp (— w) : (2.15)

und implizite Behandlung der Impulskoordinaten (analytisch).

Wird jede der zufilligen Konfigurationen q™, q®, ... iiber ihren konfigurationellen Beitrag
zur Phasenraumdichte gewichtet, so folgt fiir den Mittelwert einer mikroskopischen Observablen
nach diesem Ansatz zunachst

(x)

- 2k X(q(’“))p(;l(’“’)_ (2.16)

Zk P(q(k)

2.9 Der Metropolisalgorithmus

Problem bei hohen Dichten oder groBen Teilchenzahlen: Die gleichverteilt zuféllige Auswahl
einer Konfiguration q € VN fiihrt fast immer zu mindestens einer Uberlappung im stark re-
pulsiven Bereich. Dann ist EP°*(q) extrem hoch und p(q) praktisch gleich null. Die eigentlich
signifikanten Beitrage zur Zustandssumme bzw. den thermodynamischen ZustandsgroBen wer-
den so kaum oder gar nicht gefunden.

Lésungsansatz von Metropolis et al. [16]: Die jeweils nichste Konfiguration q**! soll
durch die geringfiigige Veranderung eines giinstigen, bereits <akzeptierten> q(*) erfolgen. Der
Metropolisalgorithmus fiihrt dementsprechend die folgenden Schritte iterativ’ aus:

e Wihle gleichverteilt ein Teilchen i sowie drei Zufallszahlen c,, ¢, und c, zwischen —1
und +1.

e Verschiebe® Teilchen i um Ds, d.h. erzeuge eine Testkonfiguration g’ mit q; = gk) fiir
i#jund q; = qgk) + Ds.

e Berechne die Akzeptanzwahrscheinlichkeit w fiir die Testkonfiguration g nach dem
Metropoliskriterium

w(q,q) = min <1, p'z((;(l;z)) : (2.17)

Fiir p(q') > p(q) gilt w =1, sonst ist 0 < w < 1.
e Wihle gleichverteilt eine Zufallszahl ¢ zwischen 0 und 1. Ist ¢ < w, dann wird die

Testkonfiguration akzeptiert,? und es ist q**1) = q’. Falls eine Zufallszahl ¢/ > w gewshlt
wurde, wird ' verworfen und die Ausgangskonfiguration wiederverwendet: q*+1 = q(®.

6J. Vrabec.

7Als <einen MC-Schritt> bezeichnet man aber in der Regel nicht die einzelne Ausfithrung dieser Schleife,
sondern jeweils N Iterationen.

8Der Parameter D, der ausdriickt, um welchen Betrag sich eine Teilchenkoordinate in einem Schritt
hochstens dndert, wird typischerweise so gewahlt, dass etwa die Hélfte der Testkonfigurationen akzep-
tiert und die Hélfte verworfen werden.

9Falls die Testkonfiguration q' wahrscheinlicher ist als die Ausgangskonfiguration q, gilt p(q’) > p(q)
und nach dem Metropoliskriterium wird q' mit w = 1 auf jeden Fall akzeptiert. In diesem Fall kann
darauf verzichtet werden, eine Zufallszahl ¢’ zu wéhlen.
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2 Molekulare Simulation

Da die Phasenraumdichte p(q) hier bereits im Akzeptanzkriterium beriicksichtigt wird, fallt sie
in der Mittelung weg. Es ist also kein gewichtetes, sondern ein ungewichtetes arithmetisches
Mittel zu bilden

(x) ~

~|

> x(@®). (2.18)

2.10 Molekulardynamik

Die Molekulardynamik (MD) verfolgt die Trajektorie eines Systems durch numerische Integra-
tion der Bewegungsgleichungen, z.B. nach Verlet [17]

Gt + At) — qe(t) = qult) — qu(t — At) + At?G,
At? OH

t+ At) = 2qp(t) — qu(t — At) — — —. 2.19

wlt+ A0 = 200 - alt - A - - 50 (219)

Die Beschleunigung g, = Fj./m = —0H / m Jq; ergibt sich dabei aus der auf den jeweiligen
Freiheitsgrad insgesamt wirkenden Kraft.

Bei einem Schema, das als <leapfrog> (Springfrosch) bezeichnet wird, werden Koordina-

ten und Krafte zu ganzen, die Geschwindigkeiten aber zu halben Zeitschritten berechnet. Die
folgenden Schritte werden dabei iteriert:

1. Ortsberechnung qx(t) = qi(t — At) + At gy (t — At/2)
2. Kraftberechnung F.(t) = —0H / Oqy
3. Geschwindigkeitsberechnung ¢y (t + At/2) = ¢ (t — At/2) + At §i(t)

Der Integrationszeitschritt liegt bei der MD-Simulation von Festkdrpern typischerweise etwa bei
At = 1 fs, bei Fluiden je nach Dichte und Temperatur bei 2 fs < At < 5 fs. Die Molekular-
dynamik erlaubt so den Zugang zu

e Zeitmitteln mikroskopischer Observablen,
e Stoffeigenschaften, die liber die Zeit definiert sind (z.B. Transportkoeffizienten),

e Nichtgleichgewichten und Dissipation.

2.11 Langreichweitige Effekte

Bei paarweiser Additivitat ist die potentielle Energie durch die Summe aller Paarpotentiale
gegeben, siehe Gl. (2.1). Fiir groBe N verursacht es aber einen hohen Aufwand, der Ordnung
O(N?), die N(N —1)/2 Paare vollsténdig zu beriicksichtigen. Losungsansatz: Unterscheidung
zwischen Nah- und Fernbereich durch Einfiihrung eines Abschneideradius r. (z.B. 1,5 nm).

Im Nahbereich (r,, < r.) wird die Wechselwirkung durch die diskrete Natur der Teilchen
bestimmt. Die Paarpotentiale werden explizit ausgewertet; Aufwand: O(pN). Im Fernbereich
ist die Naherung einer kontinuierlichen Verteilung (z.B. mit konstanter Dichte) zulidssig. Die
Wechselwirkungen jenseits des Abschneideradius (7, > 7.) werden deshalb implizit durch eine
Abschneidekorrektur beriicksichtigt.
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2.12 Thermodynamische Randbedingungen

Der langreichweitige Beitrag der Dispersion (bzw. des LJ-Potentials) zur potentiellen Energie
kann in einem homogenen System durch

L3 1 & r 9 o\6 8 of
ELRCZQ;/dT-ZlTFT‘ -,0-45(;) :—?r—gpN (2.20)
angenadhert werden. Fiir den Gesamtbeitrag des LJ-Potentials
8ta®pN e
EY(q) ~ — —35 T > ul(ry) (2.21)
¢ {2}

sind auf diesem Weg deutlich weniger Paarbeitrage explizit auszuwerten.
Methoden zur Berechnung des langreichweitigen Beitrags elektrostatischer Wechsel-
wirkungen:

e Reaktionsfeld: Annahme eines dielektrischen Kontinuums im Fernbereich, das die Polaritat
im Nahbereich ausgleicht [18, 19]

e Ewald-Summation: Berechnung von E}Sgic liber eine Fouriertransformation der Ladungs-
verteilung [20]

e Fast multipole: Hierarchische Unterteilung des Simulationsvolumens in mehrere Ebenen
kleinerer Teilvolumina [21, 22]

2.12 Thermodynamische Randbedingungen

Monte-Carlo-Simulation:

e Das Metropoliskriterium hiangt tiber p(q) ~ [ dp p(p,q) von den thermodynamischen
Randbedingungen ab

e Isobare Simulation (NPT-Ensemble): Variables Volumen mit skalierten Koordinaten
(p',q) = V™3 (p,q); die an der Umgebung geleistete Volumenarbeit PV muss
beriicksichtigt werden

e GroBkanonische Simulation: Variable Teilchenzahl durch Testaktionen mit AN = +1
— Aktion fiir AN = +1: Einsetzung eines Teilchens an einer zufilligen Stelle
— Aktion fiir AN = —1: Léschung eines zufilligen Teilchens

(Akzeptanzwahrscheinlichkeit jeweils nach dem Metropoliskriterium)
Molekulardynamik-Simulation:

e Regelung von p wie in einer MC-Simulation [23]

e Regelung von P durch einen Barostaten, z.B. nach Andersen [24]:

1 1.
H(p',d,V) = %(Vl/?’p’)2 + EPY (V3G + amvz + PV (2.22)
(mV2/2: Kinetische Energie der Systemgrenze)

e Regelung von T durch einen Thermostaten
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2 Molekulare Simulation

2.13 Thermostate
Gleichverteilungssatz (vgl. Abschnitt 1.15): Jeder (voll angeregte) Freiheitsgrad tragt im Mittel
T'/2 zur kinetischen Energie des Systems bei.

MC — Separation von Orts- und Impulskoordinaten
MD — Regelung der ungerichteten Molekularbewegung durch einen Thermostaten

e Isokinetisch: Reskalierung aller p; der Translation um den Faktor \/3NmT'/p?, analoge
Behandlung der iibrigen Freiheitsgrade = EX™ bleibt konstant

(Probleme: Die Fluktuation von E¥ im NVT-Ensemble wird nicht abgebildet, bei schwe-
ren Integrationsfehlern <gefriert> der Rest des Systems)

o Andersen [24]: Zuféllige maxwellverteilte Neuzuweisung einzelner p; (problematisch bei
der Simulation von Nichtgleichgewichten, z.B. einer Stromung)

e Nosé-Hoover [25, 26]: Zusatzlicher Freiheitsgrad c skaliert die Impulskoordinaten mit
p’ = cp und
H(p,q.c) = E"(c,p') + E™(q) + 3NTInc, (2.23)

dadurch ergibt sich die korrekte Maxwellverteilung.

2.14 Berechnung von ZustandsgroBen

Mittelwerte mikroskopischer Observablen ergeben sich aus den in der Simulation erzeugten Mi-

krozustianden v, 4@ ~(*) bzw. den Konfigurationen q), q@, ..., q® durch einfache
Mittelung
(x(v)) = l}ggo p ZX (l in der MD, (2.24)
Jesv dp x(p, ) p(p,q")
= lim — R in der MC. 2.25
(X)) Jim Z T dp 9. q0) (2.25)

Beispiele (kanonisches Ensemble):

Energie E = (H), (2.26)

~~

Isochore Warmekapazitit Cy = % ((H?) — (H)?) = <8—E) 2.27)

orT

Im isotherm-isobaren Ensemble ist die isotherme Kompressibilitat gegeben durch

8 2 2
_1 (82) _ ﬁ (V2 — (V)?). (2.28)

Eine entscheidende statistisch-mechanische GroBe, die z.B. fiir die Druckberechnung in mole-
kularen Simulationen bendtigt wird, ist der Virial I7, d.h. die Summe aus Kraft mal Abstand
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2.14 Berechnung von Zustandsgréfien

tiber alle intermolekularen Wechselwirkungen. Aus dem Paarpotential w,,(r,,) ergibt sich also
iiber die von j auf 2 ausgeiibte Kraft

Fo iy (2.29)
dr,, 1,
der Beitrag
du
I, =-rF, =——2r, (2.30)
7 3L 1y dr, 7
zum Virial

I = NZ1 i 1, (2.31)

=1 j=1+1

Dieser tritt bei der Druckberechnung auf, z.B. bei Betrachtung einer differentiellen Volu-

menanderung durch Koordinatenreduktion fiir einen Wiirfel mit der Kantenlange ¢, d.h. ' = q/
Cund 7], =1y, /0. Mit V = (7 ist

dV = 3% dl, (2.32)

und tiber die kanonische Zustandssumme

7 — i é 3N/dp exp _p2 . €3N/dq exp _ZUZJ(TZJ)
NVT N\ n omT T

R3N VN {va}
— Zid . Zconf (23?))
ergibt sich der Druck
0A T olnZz T ¢0 :
P=—|—= - == = — — (InZ9 4 In z°™ 2.34
(av)N,T 302 ( a0 )N,T 3y g¢ (02" +nZ), (2:34)

wobei Beitrag des Idealanteils Z'9 dem Druck des idealen Gases P = pT entspricht, vgl.
Abschnitt 1.19. Aus dem Virial I1 lasst sich der konfigurationelle Beitrag berechnen und damit
der reale Gesamtdruck

T (0

P - T e | Zconf
PErsyae ™2
= pT —+ W ﬁ l / dq exXp [_? ZUU(TZ]):| : (235)
VN
In reduzierten Koordinaten ergibt dies
. 1,1,...,1 5
B T , 1 ,
Bo= ot gy e / dd g [‘? Z“ZJW} |
0,0,...,0
_ (T TIN5 EP(tq)
- pT + 3V Zconf / dq |:_T Z @ ul]<€rl]):| exp <_ T 7
(071)3N
¢ Ouy, (0r) )
— o7 — — AN 2.
YV <Z ol ’ (2:30)
{n.g} NVT
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2 Molekulare Simulation

was sich als Virialausdruck darstellen lasst

1 du (IT)
P=,T - — — =T + —L. 2.
p 3V <Z€TZJ d’f‘w> p + 3V ( 37)
NVT

Die Zustandssumme selbst lasst sich auf diesem Weg nicht berechnen. Die Ableitungen der Zu-
standssumme sind der molekularen Simulation aber zugédnglich und kdnnen in einem koharenten
Ansatz systematisch bestimmt werden.

2.15 Das Massieupotential

Durch die systematische Berechnung vieler Ableitungen der Zustandssumme lasst sich besonders
viel Information aus einer Simulation gewinnen. Ansatz iiber

A
Massi tential @ = ——
assieupotentia NT
InZ 1 ,
- _ ]\;'VT = -5 (InZ\yr +In Z30%),  (2.38)
ot )
Partielle Ableitungen &, = S*p' o5 0y = ) + o (2.39)

Dabei ist 5 = 1/T der Kehrwert der Temperatur. Vorgehensweise nach Lustig [27]:

e Fiir kleine k,I kann &;; aus Ensemblemitteln mikroskopischer Observablen bestimmt
werden, z.B. im NVT-Ensemble

e Die Ableitungen nach 1/T ergeben sich aus Energiefluktuationen (z.T. héherer Ordnung):
1
o = () s () 12 05) )

e Ableitungen nach p ergeben sich aus Virialausdriicken (z.T. hoherer Ordnung), @, enthilt
die I-te Ableitung von u,,(r,)

Anwendung:
e Parametrierung von Zustandsgleichungen / Extrapolation

e Effiziente Berechnung vieler verschiedener ZustandsgroBen

2.16 Paarkorrelation

Die Paarkorrelation ¢(r), auch radiale Paarverteilungsfunktion oder RDF (radial distribution
function) genannt, driickt die lokale Dichte bei gegebenem Abstand 7 von einem Molekiil aus.
Sie wird beziiglich der Gesamtdichte p normiert, sodass g(r) — 1 fiir r — oo gilt, d.h.

dN 1
v
= V. (0(ryy — 1)) (2.41)

A2

g(r)
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2.16 Paarkorrelation

fiir eine Diracfunktion mit

/d’r ry,—r)=1 Vr,. (2.42)

it LJTS-Potential

_| . ideales Gas

radiale Paarverteilungsfunktion

2
bstand / Langenparameter

>

Fiir ein ideales Gas ist g(r) = 1 unabhangig von r.
Wenn die RDF exakt bekannt ist, lassen sich (bei paarweiser Additivitat) alle thermo-
dynamischen GroBen berechnen, z.B. die potentielle Energie

N oo
EP°t = 5} /dr 4772 pg(r) u(r). (2.43)
0

Die RDF ist im Bereich der harten AbstoBung gleich null, d.h. g(r) — 0 fiir u(r) — oo; sie
steigt tendenziell an, wenn das Paarpotential niedriger wird. Erklarung: u(r) geht als Beitrag
zu EP°*(q) exponentiell in die Boltzmannverteilung ein.

Beispiel: Kanonisches Ensemble fiir ein System mit zwei Teilchen, wobei das erste Teilchen
ohne Einschrankung im Mittelpunkt des kugelformigen Systemvolumens ruht. Dann ist

pwt(y) = exp (— @) — exp (2—771;5) exp (— uugu)) : (2.44)
o)~ B ~ g [ dayd - ) e (- 12002,
= exp (— @) , (2.45)

denn die Diracfunktion (712 — r) liefert nur fiir 715 = r einen Beitrag, sodass qu2 O(rig—r)
die GroBe der Kugeloberfliche mit dem Radius r ergibt, also 4772, Die Gleichheit aus Gl. (2.45)

folgt aus der Bedingung g(r) — 1 fiir r — oo,
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2 Molekulare Simulation

2.17 Die Virialgleichung

Die Virialgleichung ist die — im Prinzip exakte — Taylorentwicklung

= Z Bpt = p+ Bop® + Bsp® + Byp* + ... (<Leiden-Form>) (2.46)
k=1

NI

der Abweichung vom ldealverhalten. Die Parameter B, heiBen Virialkoeffizienten, und der <er-
ste> Virialkoeffizient ist immer gleich 1. Die mayersche f™-Funktion

u(r) —1 bei harter Repulsion,
fM(r) = exp <— T) —1= positiv  fiir u < 0, (2.47)
0 fiir r — oo,

fihrt zur ahnlich aufgebauten Clusterexpansion der kanonischen Phasenraumdichte nach
Mayer [28]

()

I
(@]
o)
VRN
§9|
5
N——
n
=
@D
b
o)
VR
|
Nl
o
N——

— ep< )[ EN ST N M e, | (248)

Der zweite Virialkoeffizient B = B, ist gegeben durch

/dr 2mr? fM( (2.49)
0

Bei iiberwiegend attraktiver Wechselwirkung ist B(7') negativ.

Allgemein ergibt sich der k-te Virialkoeffizient jeweils aus der Wechselwirkung zwischen &
Teilchen. Diese lasst sich iiber das Produkt der fM-Funktionen fiir Cluster ausdriicken, d.h. fiir
Graphen, in denen die miteinander wechselwirkenden Molekiile verbunden sind.

2.18 Fehlerrechnung

Numerische Methoden sind unvermeidlich fehlerbehaftet:

e Begrenzte Giiltigkeit des Simulationsergebnisses

e Abweichung zwischen Modelleigenschaften und realen Stoffdaten
Ansatze zur Abschatzung der Simulationsgenauigkeit:

e Durchfiihrung mehrerer Simulationslaufe

e Blockweise Mittelung (Schritt 1 bis 100 000, Schritt 100 001 bis 200 000, .. .)
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2.19 Molekulare Simulation: Zusammenfassung

e Schwankung eines laufenden bzw. akkumulierten Mittelwertes

Angegeben wird haufig die einfache, doppelte bzw. dreifache Standardabweichung oder ein Kon-
fidenzintervall, in dem der tatsachliche Wert liegen <muss>. Bei der molekularen Simulation ist
es dabei entscheidend, zwischen einer Aquilibrierungs- und einer Produktionsphase zu trennen.
Fiir den absoluten Fehler Ax bzw. den relativen Fehler dx einer zusammengesetzten GroBe

x(a,b) ist die Fehlerfortpflanzung zu beachten
' ) . (2.50)

Sx(ab) = 2X = 1 (’
NI

Besonders fehleranfillig sind deshalb kleine Abweichungen zwischen groBen Zahlen (Fluktu-

ationsgroBen wie CY/), bei denen sich ein riesiger relativer Fehler ergeben kann, und Ausdriicke,

bei denen ein betragsmaBig kleiner Ausdruck im Nenner steht (daraus kann sich ein groBer

absoluter Fehler ergeben).

2.19 Molekulare Simulation: Zusammenfassung

e Molekulare Modellierung der Wechselwirkungen durch klassisch-mechanische Paarpoten-
tiale: All-atom, united-atom, coarse-grained

e Langreichweitig: Elektrostatik (Punktladungen und -polaritaten), kurzreichweitig: Disper-
sion und Repulsion (LJ) = Anpassung an Stoffdaten

e Monte Carlo (MC): Stochastische Berechnung eines Ensemblemittels, Abbildung der Pha-
senraumdichte durch das Metropoliskriterium

e Molekulardynamik (MD): Numerische Integration der Bewegungsgleichungen, Berech-
nung von Gleichgewichtseigenschaften im zeitlichen Mittel und Simulation von Nicht-
gleichgewichten

e Temperaturregelung durch Thermostaten, Druckregelung (Variation von V') durch Baro-
staten, chemisches Potential (Variation von N) durch stochastische Testaktionen

e Thermodynamische ZustandsgroBen als Ensemblemittel mikroskopischer Observablen =-
Ableitungen von Z, aber nicht Z selbst

e Die molekulare Nahordnung wird durch die Paarkorrelationsfunktion ¢(r) beschrieben
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3 Phasengleichgewichte und
Nichtgleichgewichte

3.1 Das thermodynamische Gleichgewicht

Fiir das thermodynamische Gleichgewicht von ¢ Phasen mit K Komponenten gelten die Be-
dingungen:

T = 17" = = T = thermisches Gleichgewicht
W= owo= o = Y

: : : = stoffliches Gleichgewicht
Pk = Mg = =
P = P = = P = mechanisches Gleichgewicht

Ein Phasengleichgewicht wird also durch K + 2 thermodynamische Variablen charakterisiert,
die in allen Phasen jeweils den gleichen Wert annehmen miissen. In jeder der ¢ koexistierenden
Phasen ergibt sich zudem eine Randbedingung

FO (T“h;ﬁ’, y .,Mﬁ?,PO‘)) =0, 1<i<g, (3.1)

durch die Zustandsgleichung fiir das jeweilige Gemisch.

Daraus folgt die gibbs'sche Phasenregel: Ein System mit ¢ Phasen und K Komponenten,
d.h. mit K 4 2 in allen Phasen identischen Variablen und einer zusatzlichen Randbedigung pro
Phase, verfiigt liber

NFC =K — 42 (3.2)

makroskopische thermodynamische Freiheitsgrade, die unabhangig voneinander variiert werden
konnen, ohne dass sich die Anzahl der Phasen andert.

3.2 Das chemische Potential

Das chemische Potential p ergibt sich als Ableitung der freien Energie

dA=—P dV —SdT+Y p; dN;, (3.3)
wobei
A= —-TnZyrt = —TlnZi\ 7208 (3.4)
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3 Phasengleichgewichte und Nichtgleichgewichte

ist. Durch diesen Separationsansatz ergibt sich

81n ZNV i ~
pi=t (aTT) = i + Thig. (3.5)
i Nj2i,V,T

Dabei bezeichnet man fi; als das reduzierte residuelle chemische Potential der Komponente +.
Fiir einen Reinstoff aus als Massenpunkte beschriebenen Molekiilen ist

1 Ekin Epot
ZNT = W/dp exp (— T )/dq exp (— T ) (3.6)
Fkin 3N
/dp exp (— T ) = (2rmT)*N/? = (%) (3.7)

fiir die thermische Wellenlinge A = h(2rmT)~'/2. Also ist

1 . 1 Eret
ZNVT:WV . W dlep — T . (38)

Aus der Ableitung des linken Faktors ergibt sich mit der stirlingschen Naherung

Dabei ist

P = —Ta% <Nln % —In N!) ~ T'ln pA®, (3.9)

und aus der Ableitung des rechten Faktors

Epot
Z"(N,V,T) = VN/dq exp <— T ) (3.10)

ergibt sich das reduzierte residuelle chemische Potential

o1 Zconf Zconf N 1.V.T
i = (ni) ~—In Co(nf +1,V,T) (3.11)
ON VT Zent (N, V) T)
Unter Verwendung der Notation
AEJIifO—ft—l = ER/OL((Ila C AN AN41) — EJvat(QM .., dN) (3.12)

fiir die von einem zusatzlichen Molekiil mit den Ortskoordinaten qn.1 verursachte Anderung
der potentiellen Energie bzw.

ER° AER Py, ..
exp (_ N+1<q17 TququJrl)) = exp <_%> exp (—EN (ql,jz_‘ ’qN)) (313)

'Der Wert von h beeinflusst nur einen von der Temperatur abhiingigen, aber von der Dichte unabhiingigen
Beitrag zum idealen chemischen Potential. Zur Normierung von p kann fiir h auch ein Wert einge-
setzt werden, der vom tatséchlichen planckschen Wirkungsquantum abweicht. Fiir das Lennard-Jones-
Potential empfiehlt sich die Konvention h = ov/27mT, dadurch ist A = o.
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3.3 Simulation von Phasengleichgewichten

folgt mit GI. (3.10) und (3.11)

N VN1 [dq, - -day [[ day,, exp(—AEY;, /T)] exp(—EX"/T)
VN [dq,---dgy exp(—EY"/T)

1 AER,
= —ln<v/quJrl exp (— jff“>> . (3.14)

14 NVT

i= -1

Also ist fi der Mittelwert von exp(—AER, /T)
o fiir eine (ungewichtete) Volumenmittelung iiber qx 1 und

e fiir eine (mit dem Boltzmannfaktor gewichtete) Verteilung der Ortskoordinaten q; bis qy
entsprechend dem kanonischen Ensemble fiir N Molekiile, unbeeinflusst vom zusatzlichen
Molekiil N 4+ 1.

Das zusatzliche Molekiil wird auch als Testteilchen bezeichnet. Eine direkte Umsetzung dieses
Ansatzes ist die widomsche Testteilchenmethode zur Berechnung des chemischen Potentials:

e Fiihre eine normale (z.B. kanonische) MC-/MD-Simulation durch.

e Setze zwischen den eigentlichen Simulationsschritten virtuelle Testteilchen, die den Ver-
lauf der normalen Simulation nicht beeinflussen, mit zufalligen Ortskoordinaten qx 1 ein
und bestimme AE}T\’,OL.

Daraus ergibt sich (exp(—AEX",/T)) und iiber fi das chemische Potential.? Die widomsche
Testteilchenmethode versagt allerdings bei groBen Molekiilen, die nicht als ganze eingesetzt
werden konnen, oder bei hohen Dichten.

3.3 Simulation von Phasengleichgewichten

Das Dampf-Fliissigkeits-Gleichgewicht? eines Reinstoffs entspricht dem Schnittpunkt einer Iso-
therme im p- P-Diagramm mit sich selbst, denn dort sind p, P und T fiir Dampf und Fliissigkeit
gleich. Die Steigung einer solchen Isotherme ergibt sich aus Gl. (3.5) als

(g—g)T: (%f)T+T<§—g)T= (3.15)

und mit der Gibbs-Duhem-Gleichung

8u> 1
— = - 3.16
<8P T P ( )
(’Mid) 1 T
_ 1 _T 3.17
( oP ) p'd P (3:17)
folgt
op 11 1\ _ 1 1
<8_P)T_T (E‘ﬁ) A (3.18)

’Die Ausdriicke fiir ein Gemisch sind analog. Fiir u; ist ein Testteilchen der Komponente i einzusetzen.
3 Abgekiirzt VLE fiir «vapour-liquid equilibriums.
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3 Phasengleichgewichte und Nichtgleichgewichte

R

i

i

chemisches Potential
&

-6
-0.5 (I) Druck 0|.5 1
Zwei Isothermen (7' = 0.75 und 0.9 €) des LJTS-Fluids im p-P-Diagramm, dargestellt in
LJ-Einheiten, d.h. in ¢ fiir das chemische Potential und in /03 fiir den Druck. Die Steigung der
Isothermen entspricht nach Gl. (3.16) dem molaren Volumen, d.h. der steile Ast gehoért zum Dampf
und der flache Ast zur fliissigen Phase.

Die NPT+ Testteilchen-Methode von Méller und Fischer [29] betrachtet auf dieser Grundlage
die beiden Phasen getrennt voneinander. Gegeben seien die Temperatur T', die Zusammenset-
zung der flissigen Phase x und ein Schatzwert P, ~ P*(T,x) fiir den Dampfdruck:

1. NPT-Simulation der fliissigen Phase beim geschatzten Dampfdruck Py
— W (P, T,x) iber die widomsche Testteilchenmethode;
= Ableitungen von p' iiber p’ und isotherme Kompressibilitat (01InV/OP)y 1.

2. NPT-Simulation der Dampfphase
= [L/,(Pk7T7 y) und p”(PkuT7 y)

3. Expansion bzgl. AP = P — P, (T und x konstant), fiir einen Reinstoff gegeben durch

AP olnV AP?
"(P) ~ u'(P,)+ — —_— 3.19
/~L( ) /~L( k) P < P )N,T 20/ ( )
1 1
(P ~ P+ —o AP7 3.20
i'(P) ~ i'(P) (Tp,,@) Pk) (3.20)

Bestimmung von P® und y iber p/(P5,T,x) = (" (P5,T,y).

Die Methode kann iterativ durchgefiihrt werden, dann ist der Dampfdruck P*, der sich iiber den
Schatzwert Py ergeben hat, der Ausgangswert Py fiir die nachste Iteration. Die Extrapolation
ist fiir die fliissige Phase besonders genau. Oft geniigt irgendein geratener Druck, z.B. Py =0,
um den fliissigen Arm im p-P-Diagramm abzuschatzen.

Die Grand-Equilibrium-Methode von Vrabec und Hasse [30] nutzt dies aus. Die Schritte 2
und 3 der N PT+Testteilchen-Methode sind dort zu einer pseudo-groBkanonischen Simulati-
on des Dampfes kombiniert, bei der ein chemisches Potential vorgegeben wird, das sich im
Lauf der Simulation an den aktuellen Druck anpasst. Dieser konvergiert schlieBlich gegen den
Sattigungsdampfdruck bei 7" und x. In der Regel geniigt dabei eine einzige Iteration.

42



3.4 Grenzfldcheneigenschaften

3.4 Grenzflacheneigenschaften

Phanomenologische Sichtweise:

e Die Phasengrenze ist eine Flache (zweidimensional)

e Thermodynamisches Gleichgewicht (thermisch, stofflich, mechanisch)
Molekulare Sichtweise:

e Kontinuitdt zwischen fluiden Phasen (dreidimensionaler Grenzbereich)

e Statistische Fluktuation um den Gleichgewichtszustand

Ansatz von Gibbs: Anwendung der phanomenologischen Thermodynamik auf eine auf moleku-
larer Ebene willkiirlich positionierte trennende Flache (dividing surface). Die trennende Fliche
unterteilt das Systemvolumen
V=V +V (3.21)

und nimmt selbst kein Volumen in Anspruch. Thermodynamische Eigenschaften des Gesamt-
systems setzen sich aus denen der einzelnen (homogenen) Phasen und einem Exzessbeitrag
zusammen, z.B.

A=A+ A"+ AF (3.22)
(Nur fiir das Volumen gibt es keinen solchen Exzessbeitrag.) Die thermodynamischen Gesetze
fiir so definierte Grenzflacheneigenschaften sind allgemeingiiltig, die genauen Werte kénnen von
der gewahlten Position der trennenden Flache abhangen.

3.5 Die Oberflachenspannung
Die Oberflachenspannung - is die auf die GroBe der Grenzflache o bezogene freie Exzessenergie

E
o <%) _ (ﬁ[A . A”]) - (ﬁ) | (3.23)
dav N,V,T O N,V,T O N,V,T

(Die freie Energie A’ bzw. A” der homogenen Referenzsysteme ist von der GréBe der Grenzflache
unabhingig.)

Fiir eine ebene Grenzflache in einem quaderformigen Volumen gelte V' = (0,0, und o = (,.(..
Der Druck P = —(0A/0V ) r ist anisotrop und hédngt von der Art der Volumenanderung ab

A
14 agx N,T,y,0.
A
Py = _g_y (a—) = Pm
V-\ol, N,T 0y 0
po— L& <8A> ~ P. (3.24)
V 8£Z N, Ty Ly
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3 Phasengleichgewichte und Nichtgleichgewichte

Dabei ist P, der Normaldruck und P; der Tangentialdruck. Fiir eine differentielle Verzerrung
mit

dinl, +dlnt,+dIntl, =0 (3.25)
gilt dV =0 und
d
dlna:dlnﬁm—i—dln@:—dlnﬁy:—%. (3.26)
y
Die Anderung der freien Energie entspricht
PV PV PV
dA = ———dt, — dt, — ——dl, = (P, — P,)VdIn{, (3.27)
ly ly l,
und die Oberflachenspannung ist
dA dA P, — P,)Vdl
Y- . bydA (B )WVdlnt, = (,(P,— P). (3.28)

“da adl,  adlnf,

Also ergibt sich v aus der Abweichung zwischen P, und F;.

3.6 Adsorption

Adsorption ist die Anlagerung eines Fluids an einer Grenzflache. Thermodynamisch wird auch
der grenzflichenbezogene Exzess der Stoffmenge

NE 1
=L S (N= gV =V (3.29)

« «

FE

als Adsorption bezeichnet. Dieser ergibt sich aus einem planaren Dichteprofil p(y) als

re= / dy [p(y) — p'] + / dy [p(y) — o] (3.30)

Auf einer Seite der trennenden Flache wird dabei die fliissige Phase als Referenzsystem angesetzt
(y < yo), auf der anderen Seite der Dampf (y > o).

Die Position der trennenden Fliche kann so gewihlt werden, dass I'® = 0 gilt. Dies ist die
dquimolare Grenzflache. In einem Gemisch kdnnen sich auch einzelne Komponenten ¢ an der
Grenzfliche anreichern oder abreichern, dann ist bzgl. der dquimolaren Grenzflache >, I = 0.

Die Adsorption FEB der Komponente A bzgl. der Komponente B ist durch die Position
der trennenden Flache gegeben, fiir die FEB = 0 gilt. Diese Definition der Adsorption wird
insbesondere in den folgenden Fallen bevorzugt:

e Aist ein Fluid, B ist ein Festkorper;
o A ist der Leichtsieder, B ist der Schwersieder;

e Beide Phasen enthalten deutlich mehr B als A.
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3.7 Die Gibbs-Adsorptionsgleichung

3.7 Die Gibbs-Adsorptionsgleichung

Ahnlich wie die thermodynamischen ZustandsgréBen homogener Fluide lassen sich auch grenz-
flachenbezogene Exzesseigenschaften zueinander in Beziehung setzen. Wie hangen Ober-
flachenspannung und Adsorption miteinander zusammen?

Plausibel und bekannt ist (z.B. fiir Tenside): Molekiile, die sich bevorzugt an die Grenzflache
anlagern, senken die freie Energie der Grenzfliche und damit ~

't >0 = (ugsteigt « « sinkt). (3.31)

Fiir ein System mit einer planaren fluiden Grenzfliche (n;, P, T in beiden Phasen gleich) ist
das totale Differential der freien Energie gegeben durch

dA =" p;dN; — PdV — SdT + v da. (3.32)

AuBerdem gilt
A=G—-PV = (Z i N; + w) — PV. (3.33)
Durch die Ableitung dieser Summe nach der Produktregel ergibt sich

dA =" (u;dN; + Nydp)) — PdV — V dP + v da + ady, (3.34)

und durch Subtraktion < Gl. (3.34) — Gl. (3.32) » daraus

0=> Nidu;—VdP+Sdl + ady, (3.35)

d.h. eine um den Grenzflachenbeitrag zur freien Energie erganzte Version der Gibbs-Duhem-
Gleichung. Stellen wir dieser die Gibbs-Duhem-Gleichung fiir die beiden homogenen Phasen als
Referenzsysteme gegeniiber

0 = Y N/dp—V'dP+S'dT, (3.36)

0 = Y N/dp,—V"dP+S"dT, (3.37)

7

dann ergibt sich durch die Subtraktion <Gl. (3.35) — Gl. (3.36) — Gl. (3.37) > die Gibbs-
Adsorptionsgleichung

0=> NPdp; +S*dl +ady. (3.38)

Die entsprechenden auf die GroBe der Grenzflaiche o normierten ExzessgroBen sind die Ad-

sorption I = NF/a und die spezifische Grenzflichenentropie s¥ = S¥/a. Die Gibbs-

Adsorptionsgleichung lasst sich auch folgendermaBen schreiben:

dy = =Y IFdp;—s"dT, (3.39)

( 0y ) _— (3.40)
8:“1' T2
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3 Phasengleichgewichte und Nichtgleichgewichte

3.8 Einfluss der SystemgroBe

Die meisten homogenen Zustande lassen sich schon mit N < 500 bei guter Genauigkeit simu-
lieren (auch VLE). Grund ist das exponentielle Abklingen der totalen Korrelationsfunktion

lh(r)| =|g(r) — 1| ~ exp (—%) fiir r — oo. (3.41)

Die Korrelationslange ¢ ist gleichzeitig die charaktersitische Langenskala fluider Grenzflachen,
die u.a. die Grenzflichendicke bestimmt. Beim Ubergang zum kritischen Punkt (7" — 1)
divergiert die Korrelationslange (£ — 00).

Mogliche Effekte der endlichen SystemgroBe in einer molekularen Simulation:

e Im kanonischen Ensemble stellt sich ggf. trotz T' < T, und p' > p > p” kein Phasen-

gleichgewicht ein, sondern ein homogener Zustand.

e Im groBkanonischen Ensemble hat ggf. die parametrierte Zustandssumme Z,VT(p) zwei

Maxima fiir verschiedene Dichten p’ und p”, obwohl T" > T.. ist.

e Eigenschaften der an einer Phasengrenzflache koexistierenden Phasen konnen maBgeblich

von denen des homogenen Fluids abweichen.

3.9 Phasengleichgewichte: Zusammenfassung
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Zur Simulation von Phasengleichgewichten ist die Berechnung des chemischen Potentials
erforderlich, z.B. durch virtuelle Testteilchen.

Simulationsmethoden miissen das thermische, mechanische und stoffliche Gleichgewicht
zwischen koexistierenden Phasen abbilden. VLE durch Grand-Equilibrium-Simulation:
NPT fiir die fliissige Phase, dann Pseudo-uVT fiir den Dampf.

Simulation heterogener Systeme mit expliziter Betrachtung der Grenzflache erlaubt die
Berechnung ihrer thermodynamischen Exzesseigenschaften.

Die Oberflichenspannung  ergibt sich aus der freien Exzessenergie A, die Adsorption
I'F der Komponente i aus dem Exzess der Stoffmenge N}

Die Gibbs-Adsorptionsgleichung

I
Opss pizi T

verkniipft das chemische Potential mit der v und I'®. Eine Anreicherung an der Grenz-
flache bewirkt eine Verringerung der Oberflaichenspannung.



3.10 'Transportprozesse

3.10 Transportprozesse

Im Nichtgleichgewicht steht eine treibende Kraft, z.B. ein Druck- oder Potentialgefalle, dem
entsprechenden Ausgleichsvorgang gegeniiber. Dies ist mit Dissipation verbunden, auBer im
Grenzfall einer gegen null gehenden treibenden Kraft und eines unendlich langsamen Ausl-
geichsvorgangs.

Verschiedene Phanomene wie Warme-, Stoff- und Impulsiibertragung knnen mit den gleichen
thermodynamischen und statistisch-mechanischen Ansatzen behandelt werden. Im Bereich der
linearen Antwort (linear response) sind der Gradient und die gegenlaufige Stromung proportional
und durch lineare Transportkoeffizienten aneinander gekoppelt. Dann sind A, D und 7 in den
Gleichungen von Fick, Fourier und Newton vom Gradienten unabhangige Stoffeigenschaften:

Warmestromdichte ¢ = —AVT = Warmeleitfahigkeit A (3.42)
Stoffstromdichte J = —D;;pVx; = Diffusionskoeffizient D;; (3.43)
Scherspannung — P¥* = nodv,/0y = Scherviskositit n (3.44)

Nach dem Ansatz von Onsager fiir Krafte X, und Strome J, konjugiert in Bezug auf die
Dissipation

S=>" Xui, (3.45)
k
ergibt sich der zu X}, konjugierte Strom als

Je=Y_ LuX, (3.46)
l

d.h. er enthadlt im Allgemeinen auch einen zu den iibrigen Kraften X, proportionalen Beitrag.
Fiir die Kopplungskoeffizienten L, gilt dann die Onsagerrelation

Lkl = le. (347)

3.11 Selbstdiffusion

Selbstdiffusion ergibt sich aus der zufalligen (brownschen) Bewegung einzelner Molekiile.
Sie wird durch die gleichen intermolekularen Wechselwirkungen verursacht wie der diffusive
Stoffiibergang (ficksche Diffusion), ist aber auch im Gleichgewichtszustand vorhanden, ohne
einen Gradienten als treibende Kraft.

Einfaches Modell der Selbstdiffusion: Separation der Zeitskalen; Relaxationszeit 7 fiir einzelne
Geschwindigkeitskoordinaten v;,, sodass

e diese jeweils innerhalb eines Intervalls der Lange 7 naherungsweise konstant sind

Wiz (1) Vi) = [Vi(IT)]? Vir <t,t' < (14 1)1, 1 € Ny, (3.48)

e verschiedene Intervalle aber statistisch unabhangig sind

(Vig(t) Vi (t + 7)) =0 VL. (3.49)
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3 Phasengleichgewichte und Nichtgleichgewichte

Die Relaxationszeit entspricht der charakteristischen Zeitskala fiir Kollisionen von Molekiilen.
Die hier gemachte Vereinfachung entspricht der Annahme, dass nach jeder Kollision die Ge-
schwindigkeiten der beteiligten Molekiile neu maxwellverteilt werden (ohne Gedéchtnis). Es
handelt sich daher um einen Markovprozess.

Der Start sei zum Zeitpunkt t = 0 im Ursprung mit 7o = 0. Zum Zeitpunkt ¢t = k7 befinde
sich das Molekiil an der Stelle q; und habe die Strecke 1, = |qx| zuriickgelegt. Von ¢ bis t + 7
lege das Molekiil den Weg s zuriick, in gleichverteilt zufalliger Richtung. Dann ergibt sich der
zum Zeitpunkt ¢ + 7 = (k + 1)7 insgesamt zuriickgelegte Weg als

Thil = \/r,% + 52 — 2rps cosV(ry, s). (3.50)

Dabei ist (ry, s) der Winkel zwischen ry und s = ry,; —ry mit |s| = s. Winkelgemittelt ergibt
sich der Erwartungswert

2w

<7‘,§+1> — <7’,§> = <7’,%+1 — 7’,%> = 5% — % dY cos? = s°, (3.51)
0

Das mittlere Quadrat des durch zufillige thermische Bewegung zuriickgelegten Weges (mean
square displacement) ist also proportional zur Zeit

T
Y _— . 2
s T\ (3.52)
9 7T
t)) ~ —t. 3.53
() ~ = (353)
Dies entspricht der Einstein-Relation

2 _

(r*(t)) = 6Dt (3.54)

fur den Selbstdiffusionskoeffizienten D.

3.12 Autokorrelation

Wie oben gezeigt wurde, hangt die Selbstdiffusion eng mit der zeitlichen Autokorrelation der
molekularen Impuls- bzw. Geschwindigkeitskoordinaten (v;; (t) v;;(t')) zusammen. Der Ausdruck
fiir den Selbstdiffusionskoeffizienten nach Green und Kubo

o0

‘/ﬁWﬁdw%+ﬂ> (3.55)

0

1
D=-
3

ist dquivalent zum Ausdruck nach Einstein, vgl. Gl. (3.54)

D = Jim o (faslto + 1) — aulto)?). (3.56)

t—o00

Analog zur Beschreibung der diffusiven Stoffiibertragung durch Gl. (3.55) lassen sich
nach dem Green-Kubo-Ansatz auf Autokorrelationsfunktionen beruhende Ausdriicke fiir die

48



3.13 Aktivierte Prozesse

Warmeleitfahigkeit und die Scherviskositat formulieren

1/3
A = g [t o), (357
e / dt (P™V(to) P*V(to +1)) (3.58)

sowie in entsprechender Form auch fiir alle iibrigen linearen Transportkoeffizienten. Herausfor-
derung bei der Berechnung von Autokorrelationsfunktionen in MD-Simulationen: Speicherung
und Auswertung groBer Datenmengen, v.a. fiir den Ubergang ¢t — co.

3.13 Aktivierte Prozesse

Phanomenologisch betrachtet ist ein Zustand thermodynamisch
e stabil, wenn er einem globalen Minimum,
e metastabil, wenn er einem lokalen Minimum, und
e instabil, wenn er keinem Minimum

des thermodynamischen Potentials unter den gegebenen Randbedingungen entspricht, z.B. der
helmholtzschen freien Energie fiir das kanonische Ensemble. Nur ausgehend von einem instabilen
Zustand erfolgt spontan eine Anderung.

Ausgehend von einem metastabilen Zustand muss erst eine (freie) Aktivierungsenergie aufge-
bracht werden, um die freie Energiebarriere zu iiberwinden. Bei einem solchen Ubergang spricht
man von einem aktivierten Prozess. In der statistischen Mechanik kann dies durch Parame-
trierung der Zustandssumme {iber einen oder mehrere Ordnungsparameter abgebildet werden.
Beispiele:

e Homogene Nukleation ausgehend von einem metastabilen fluiden Zustand, z.B. einem
ibersattigten Dampf oder einer iiberhitzten Flissigphase (vgl. Diagramm in in Abs. 3.3).

e Konformationsianderungen von Makromolekiilen (z.B. Proteinfaltung).
e Hysterese (Einfluss der Vorgeschichte) bei der Adsorption in nanoporésen Materialien.

Die molekulare Simulation ist im Allgemeinen gut dafiir geeignet, metastabile Zustandspunkte
und aktivierte Prozesse zu untersuchen.

3.14 Das Potential der mittleren Kraft

In heterogenen Systemen, z.B. an einer fluiden Phasengrenze, hangt die lokale partielle Dichte
pa(q) der Komponente A auch im Gleichgewichtszustand vom Ort q ab.* Langfristig ist die

4Wir setzen hier ein mit der Phasengrenze mitbewegtes Koordinatensystem ein.
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Wahrscheinlichkeit, ein beliebiges Molekiil der Komponente A am Ort q anzutreffen, propor-
tional zu p4(q).

Auch wenn diese Verteilung nicht durch ein externes Potentialfeld verursacht wird, sondern
durch die intermolekularen Wechselwirkungen, lasst sie sich durch ein Potential der mittleren
Kraft (potential of mean force) abbilden

i) = -1 (P47), (3.59)

P

wobei p& eine beliebige Referenzdichte ist. Fiir dieses Potential gilt effektiv die Boltzmannver-
teilung

paa) = plyexp (—@) , (3.60)

und die im Gleichgewichtszustand auf Molekiile der Komponente A am Ort q im Mittel wirkende
Kraft ergibt sich aus dem Gradienten von u/ als

T
(Fa(q)) = ~Vuly =TVInpy = p—AV/)A- (3.61)

In der molekularen Simulation kann dieser Zusammenhang fiir eine Samplingtechnik ge-
nutzt werden. Selten auftretende, aber thermodynamisch wichtige Konfigurationen, z.B.
Ubergangszustinde in einem aktivierten Prozess, werden dabei fest vorgegeben, und die mitt-
lere Kraft wird bestimmt. Durch Integration iiber die Koordinaten oder einen oder mehrere
Ordnungsparameter ergibt sich daraus das Potential der mittleren Kraft und mit GI. (3.60) die
Dichteverteilung im Gleichgewichtszustand.

In einem heterogenen System haben q und g eine Vorzugsposition bzw. eine Vorzugsrich-
tung.® Insbesondere kann es z.B. an einer Phasengrenze einen dauerhaften Gradienten der
lokalen Dichte bzw. der Zusammensetzung geben, ohne dass dadurch ein Ausgleichsvorgang
induziert wird. Dies muss fiir die Diskussion von Transportprozessen beriicksichtigt werden.
Beispiel: Anstelle des zweiten fickschen Gesetzes

pa=DVpa, (3.62)

wird die diffusive Stoffiibertragung in einem heterogenen System durch die Smoluchowski-
Gleichung

pa=D [V%A v (’%‘wﬁ)} (3.63)

beschrieben. Auch Gl. (3.55) und (3.56) fiir den Selbstdiffusionskoeffizienten gelten in dieser
Form nur fiir homogene Systeme und miissen fiir den heterogenen Fall modifiziert werden.

SDagegen ist ¢ im Gleichgewichtszustand immer maxwellverteilt, auch fiir ein heterogenes System.
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