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1-Qubit-GatesDie grundlegenden 1-Qubit-Operationen sind die Negation not, dieHadamard-Transformation had und die Rotation rot#. Sie lassen sihals unit�are Matrizen darstellen:not =  0 11 0! had1 = 1p2  1 11 -1! rot# =  os # - sin #sin # os # !
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2-Qubit-GatesWihtige Gates mit zwei Qubits sind die kontrollierte Negation notund die kontrollierte Hadamard-Transformation had:

not = 0BBB�1 0 0 00 1 0 00 0 0 10 0 1 0
1CCCA had = 0BBBB�1 0 0 00 1 0 00 0 1=p2 1=p20 0 1=p2 -1=p2
1CCCCA

Die kontrollierte Negation gen�ugt, um gemeinsam mit 1-Qubit-Gates alle in Quantenalgorithmen typishen Operationen durh-zuf�uhren. Alle Matrizen sind unit�ar, die Berehnungen sind alsoreversibel.Der einzige irreversible Rehenshritt ist dieMessung eines Qubits.



Grovers SuhalgorithmusFinde die Nadel im Heuhaufen!Suhe in einer ungeordneten Menge von 2n Elementen das passen-de. Dazu ist die Orakelfunktion f gegeben, die in konstanter Zeitbeantwortet, ob ein Element das rihtige ist.gegeben: f : Z=2nZ ! Z=2Z : f(s) 7! 1() s = �gesuht: � 2 Z=2nZNormalerweise erwartet man 2n-1 Aufrufe der Funktion f.Auf Quantenrehnern ist das gleihe mit O(p2n) Aufrufen bei einererwarteten Rehenzeit von O(np2n) m�oglih.



Di�usionsoperatorEin Bestandteil des Algorithmus ist der Di�usionsoperator D:

D = 21-n0B�1 � � � 1... . . . ...1 � � � 1
1CA-E2n = hadn

0BBBBBB�
1 0 0 � � � 00 -1 0 � � � 00 0 -1 0... ... . . . ...0 0 0 � � � -1

1CCCCCCA hadn

Dabei ist hadn die Hadamard-Transformation f�ur n Qubit.Die Multiplikation mit D kann als Verkettung von 3n unit�arenTransformationen implementiert werden.Die Auswirkung des Di�usionsoperators ist die Spiegelung der Am-plituden um ihren Mittelwert.



Verwendet werden die Register r1 mit n Qubit und r2 mit 1 Qubit.Shritt 1. Initialisiere die Register auf jr1i jr2i j0i j0i-j1ip2 .Shritt 2. Wende had auf jedes qubit in r1 an und erzeuge damiteine gleihverteilte Superposition aller Zahlen 0 � k < 2n.jr1i X0�k<2n jkip2nShritt 3. Wiederhole folgende Zuweisungen b�4p2n mal:jr1i jr2i X0�k<2n jkip2n(-1)f(k) jr2i und jr1i D jr1iShritt 4. Messe das Register r1 und bestimme seinen Zustand s.Shritt 5. Falls f(s) = 1, gib � = s aus, sonst goto Shritt 1.



Was geshieht im Shritt 3?jr1i jr2i X0�k<2n jkip2n(-1)f(k) jr2i

Diese Zuweisung kann als kontrollierte Negation des zweiten Re-gisters durhgef�uhrt werden. Sie entspriht aber auh der Multipli-kation des ersten Registers mit einer 2n� 2n-Matrix:

jr1i I� jr1i =
0BBBBBBBB�
1 0 0 � � � 0 00 1 0 � � � 0 0... 0 . . . ...... ... -1 ...... ... . . . ...0 0 0 � � � 0 1

1CCCCCCCCA X0�k<2n (-1)f(k)p2n jki

Die Matrix I� hat genau den E�ekt, die Amplitude des gesuhten� umzukehren.



Der gesamte Shritt 3 entspriht also der Multiplikation mit demProdukt von I� und der Di�usionsmatrix D.

jr1i DI� jr1i = (21-n0B�1 � � � 1... . . . ...1 � � � 1
1CA- E2n)

0BBBBBBBB�
1 0 0 � � � 0 00 1 0 � � � 0 0... 0 . . . ...... ... -1 ...... ... . . . ...0 0 0 � � � 0 1

1CCCCCCCCA jr1i

Der Di�usionsoperator behandelt alle Amplituden gleih, indem ersie um den Mittelwert aller Amplituden spiegelt. I� bewirkt nur dieUmkehrung der Amplitude von �.Das Produkt DI� hat also auf alle k 6= � einen bestimmten E�ektund auf � einen anderen.



Da alle Amplituden auf den gleihen Wert initialisiert werden, brau-hen wir nur zwei Werte zu verfolgen. Den KoeÆzienten a von �und die Amplitude f aller anderen Basisvektoren. fa! �!I�  f-a! �!D  21-n((2n - 1)f - a)21-n((2n - 1)f - a)!

Man kann den Shritt 3 als Multiplikation des Wahrsheinlihkeits-vektors mit einer Rotationsmatrix shreiben: fa! �!DI�  1 - 21-n -21-n2- 21-n 1- 21-n! fa! = rotaros (1-21-n) fa!

Diese Rotation muss nur oft genug wiederholt werden, um mithoher Wahrsheinlihkeit � zu messen.



Wie oft muss Shritt 3 iteriert werden?Der Zustand zu Beginn ist: fa! = 0�q1- 1=Nq1=N 1A =  os (�=2)sin (�=2)!

Da dieser Wahrsheinlihkeitsvektor bei jeder Iteration um denWinkel � gedreht wird, sollte m so gew�ahlt werden, dass m�oglihstgilt: rotm�  fa! =  01! bzw. m = �2� - 12

F�ur gro�e n ist � � 21-n=2.Das beste ganzzahlige m ist dann m = b�4p2n.



LaufzeitMit Grovers Algorithmus kann die Nadel in einem Heuhaufen vonN = 2n Elementen nah O(pN � logN) unit�aren Transformationengefunden werden. Entsheidend f�ur die Laufzeit ist Shritt 3, dieanderen brauhen nur jeweils O(logN).In jeder Iteration des Algorithmus wird Shritt 3 genau b�4pN malausgef�uhrt. Jeder dieser Aufrufe brauht O(logN) unit�are Trans-formationen, da eine Multiplikation mit der N�N-Di�usionsmatrixdurhgef�uhrt werden muss und ein Quantenrehner nur Gates f�urein oder zwei Qubits kennt.Jeder Durhlauf ist mit einer Wahrsheinlihkeit von mindestens1- 1n erfolgreih. Der Erwartungswert f�ur die Anzahl der Iterationenist damit h�ohstens Pk2N 1Nk = 11 - 1=N 2 O(1) und f�allt niht insGewiht.


